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INTRODUCTION 

On  a  souvent  roccasioii  de  saisir  dans  Ia  nature  iin  reflet 
des  formes  rigoureuses  qu'étudie  la  géoinétrie.  Sans  insister 
sur  la  cristallographie  qui  en  est  la  plus  frappante  inanifesta- 
tion,  mais  qui  releve  uniquement  des  forces  physiques  et  clii- 
miques,  nous  en  trouvons  dans  Ics  corps  vivants  plus  d'un 
exemple. 

La  botanique  nous  presente  des  végétaux  dont  Ia  frondaison 
dessine  une  sphère  parfaite.  Des  cones  de  révolulion  circonscri- 
vent  exactement  le  feuillage  de  diveis  arbres,  ou  en  modèlent 
le  trone  avec  une  grande  précision.  La  loi  de  rinsortion  des 
feuilles  sur  la  tige  accuse  Tinfluence  de  riiélice,  dont  le  pan- 
danus  nous  presente  les  spirales  elles-mèmes  dans  leur  conti- 
nuité. 

Le  règne  animal  de  son  côté  a  reçu  du  créateur  certaines  em- 
preintes  géomélriques.  On  y  remarque  chez  les  zoopliytes  la  di- 
vision  penlagonalc,  la  moins  simple  précisément  de  celles  des 
eludes  élémcntaii'es.  Les  zoologistcs  onl  signalé  dans  le  naulile, 
dans  Tanimonile  le  caractere  de  Tune  tles  ligncs  planes  les  plus 
rcmarquables,  la  spirale  logarithmique.  Le  cérite,  Thélix  dessi- 
nent  des  courbes  gaucbes  d'une  frappante  rcgularité. 


II  ni'a  seinblé  ititéressanl  dappliqaer  les  ressources  de  Tana- 
lyse  géométrique  à  réliide  de  la  plus  elegante  de  ces  surfaces, 
en  lui  conservant  pour  plus  de  siniplicité  le  noin  qiii  lui  appar- 
tient  dans  Tliisloire  DaUirelle:  le  nautile.  IMais  il  est  anivé  qu'au 
cours  de  ccite  elude,  elle  s'est  élargie  d'clle-mcme,  et  m'a  en- 
iraiiié  à  des  développcuienls  plus  étoiulus.  Pour  Texposer  ici 
tlans  son  cnsenible,  il  seia  j)lus  siuiple  de  proceder  du  general 
au  particulier. 


PllEMIi:Ui:  PiVRTIE 
Snrfaces  à  front  générateur 

§  I 
Préliminaires 

1.  Nous  emploierons  concuircinmcnt  les  coordonnées  rectan- 
gulaires:  abscisse  .r,  ordonnée  y,  altitude  z;  et  les  coordonnées 


lixtcs:  layon  vecteur  /lorizontal  {^) 


longitude 


R  =  l/  JC2  -j-  y'^  , 

y 

(0  =  are  tang^^  , 


conipléc  ;i   partir  du   pi'eniicr  niéridien  ZOX,   autour  de  Taxe 
xcnillml  ()/,  eiílin  la  latitude 

k  =  are  tang  —  , 

rapporuH'  au  plan  de  /'cquateur  XOY. 
Ou  a  d  ailleurs  inversement 

a;  =  \{  cos  O),     y  =  U  sin  (o,     z  =  R  tang  X. 


(')  Nous  désigucrons  par  o  le  rayon  vecteur  de  Tcspace 

p  =  [/x^  -f  ?/2  -f  z2  . 


2.  L'objet  essentiel  de  ces  i-echerches  concerne  les  surfaces  a 
front  gênérateur,  que  nous  constituerons  de  la  manièie  suivante. 

Psous  nous  donnons  dans  le  ])!an  de  Téquateur  (fií^.  1)  une 
courbe  direclrice 

r=F(e). 

Je  designe  par  r,  6  les  coordonnées  polaires  planes  de  son 
point    décrivant    M, 

afin  de  prevenir  tou-  n 

te  confusion  avec 
celles  R,  to,  1  des 
points  N  de  la  sur- 
face. 

Par  le  point  dé- 
crivant je  méne,  per- 
pendiculairement  à 
Téquateur,  un  plan 
qui  prendia  le  nom 
de  front  gênérateur. 
II  est  indique  par  sa 
trace  FF',  autour  de 
laquelle  nous  le  ra- 
battons    pour    nion- 

trer,    en    trait   pointillé,    la   courbe   gcntratrice   FNF'. 
représenterons  par  Téquation 

entre  son  abscisse  ^  =  M/i  et  son  ordonnée  z  =  Nn,  rapportées 
au  point  décrivant  comnie  origine,  à  Taide  des  axes  MF  dans 
Téquateur  et  MZ'  parallèle  a  Taxe  zénithal. 

La  condition  fondanientále  qui  doniinera  toule  cette  théorie 
est  que,  pendanl  le  mouvement  du  plan  de  front  la  génératrice 
reste  semhlable  a  elle  même  par  rapport  au  point  décrivant.  Le 
rapport  de  similitude,  arbitraire  conime  tous  les  autres  élé- 
ments  de  la  question,  será  represente  par  la  fonclion 

L'équation  de  cette  génératrice,  à  cbaque  insiant  de  sa  défor- 
niation  progressive,  prendra  donc  la  forme 


Nous 


(1) 


m    ^L?(e) 


Eiifin  uii  qualrièmc  ('léiueia  drlorininc  a  tout  instant  la  po- 
silion  de  la  trace  du  IVont  par  rapport  au  layon  vecteur  de  la 
directrioe,  a  savoir  langle  de  ces  deux  droites 

La  surface  à  front  générateur  se  trouve  ainsi  constituée  à 
Taide  de  quatre  éléments  fonctionnels  arbitraires,  que  nous 
représcnterons  d'une  manière  abrégée  par  F,  /",  o,  <^^  en  y  sous- 
enlendant  la  vai'iable,   lors  ([ii'elle  será  suffisainiuent  désignée, 

Etablissons  d'ab()id  deux  foTinules  fondamentales. 

8.  La  première  presente  ce  caractere  spécial  de  rester  indé- 
pendante  de  la  fonclion  /',  c'est  à-dire  de  la  génératrice.  Cest 
l'é(piation  de  la  trace  Fl*''  du  plan  de  front,  sur  laquelle  en  eíTet 
se  ])rojette  indifit'i'eminent  lout  ce  que  renferme  ce  jilan. 

INous  avons  dans  le  triangie  OM/i 

On  OM  R  r 


sin  OM/i       sin.OnM  '        sini       sm[i  —  (0  —  w)] 
et  enfin 

(2)  R  sin  ((O  —  6  +  z)  ==  r  siu  /  ::^  F  sin  ^|; , 

4.  Ce  tiianglc  nous  donne  égalenient 

Õ7i-  =  ÕM^  —  2ÕÃ1 .  M^.  cos  O  Mn  +  M^^  , 
c'est-à-dire  (1) 

(3)  R^  =  F^  +  2F./(-^Í'^)  cos^  +  çY^  (^ii!^!lil^  . 

Pour  obtciiir,  culrc  U,  (o,  /  Téqualion  de  la  surface  a  front 
general  cu  r,  il  suíllra  d'cliininer  entre  les  relalions  (2)  et  (3)  le 
])aranictrc  0,  lors([uc  seront  spécifiés  dans  chaque  cas  les  sym- 
bolcs  F,  /',  ©,  ^j;. 

5.  La  (|uesti()n  jxísúe  dans  ces  tcrnies  comporte  une  grande 
gcucralité. 

Fn  ce  (|iil  coMccnu'  cn  pi-cuiicr  licu  ic  froul,  on  pcut  sup- 
poscr:  1"  (|u'il  dé|)('iidc  uni(nuMucnt  de  la  diicctricc;  ])ar  exem- 
ple en  íaisani    avcc  sa  langcnic   un   angie   conslant   (lequel  será 


droit  pour  les  surfaces  à  front  normal);  2"  ou  qu'il  ne  dépeiulc 
au  contraire  que  du  rayou  vecteur;  eu  exécutant  jDar  exemple 
autoiír  de  M  une  rotation  proportionnelle  à  celle  que  ce  rayon 
eíTectue  autour  du  pòle.  Si  le  coefficient  de  cetfe  proportiouna- 
lilé  est  —1,  le  front  reste  parallèle  a  lui  niènie  (ij;  pour  la 
valeur  +  1,  il  fait  avec  ce  rayon  un  angle  constant  (en  particu- 
lier  un  angie  nul  dans  les  sur faces  à  front  mcridien)\  si  l'on  a  le 
coefficient  +2,  le  front  et  Taxe  polaire  constituent  à  cliaque 
instant  avec  le  rayon  vecteur  un  triangle  isocèle,  etc;  3°  ou 
eníiii  le  front  déj)end  à  la  fois  du  rayon  et  de  la  directriee;  par 
exemple  en  se  disposant  suivant  Tune  des  bissectrices  de  leur 
angle,  ou  en  tournant  sur  lui-mème  proportionnellement  à  la 
déviation  qu'éprouve  celte  droite,  ele. 

Quant  k  la  génératrice,  son  choix  leste  illimilé.  L'on  peut 
penser  à  la  vérité  que  le  cercle  fournira  pour  les  arts  de  la 
décoration  la  nieilleure  ressource;  soit  qu'il  ait  son  centre  au 
pouit  déciivant  ou  qu'il  constitue  un  excentrique;  en  lui  atlri- 
buant  une  position  déterminée  ou  gyratoire.  Touteiois  diverses 
autres  courbcs  peuvent  étre  envisa^^ées,  au  point  de  vue  de 
Tart,  aussi  bien  que  des  facilites  du  calcul. 

Mais  c'est  assurément  le  choix  de  la  directriee  qui  imprimera 
le  caractere  le  plus  accentué  aux  diverses  familles  de  surfaces 
ainsi  constituées.  Supposons  la  par  exemple  rectiligne  et  le  front 
parallèle  à  lui  mème,  en  adoptant  connne  paramétre  de  simili- 
tude la  loníi^ueur  paicouiue  par  lui  suivant  cette  directriee  à 
partu'  d'un  de  ses  points;  nous  aurons  ainsi  le  groupe  des 
cones,  et  à  la  limite  celui  des  cylindres.  Mais  on  pourrait  en 
obtenir  de  dilférents  avec  la  ligne  droite,  en  modiíiant  les  au- 
tres conditions. 

Si  on  lui  substitue  le  cei-cle  en  plaçant  son  centre  au  pòle, 
avec  un  front  normal  et  une  í^V-nératrice  iimnuablc  (0=  Ij,  nous 
retrouvons  les  surfaces  de  révolution.  Mais  le  cercle  peut  aussi 
fournir  d'autres  familles  avec  des  lois  diíférentes. 

Nous  donnerons  dans  la  suite  de  cette  étude  une  prépondé- 
rance  toute  spéciale  comme  directriee  à  la  spirale  logaiil/,mi(iue; 
et  c'est  de  ce  choix  que  nous  ferons  sortir  le  f^roiq)e  des  sur- 
faces nautiloides  qui  semblera  peut  ètre,  par  Timporlance  de 
ses  propriétés,  mériter  de  prendre  place  dans  la  science. 


(')  Lorsque  le  front  reste  parallèle  11  lui-inêmc,  011  peut,  en  d('si-;ii;mt 
par  a  ia  constante  H  —  i  qui  mesure  son  inclinaison  sur  Taxe  polaire,  donner 
a  la  relation  (3)  la  forme  suivantc 

(F+/+R)(F+/_R)(F_/-fR)(_F+/+R)  =  [2/Rsin(„.-c<)p. 


Les  qiiatre  types  simples 

6-  Altaclions  nous  tout  (ral)ord  à  dégager  pour  chacun  des 
quatre  élénients  fonclioiíncls  F,  /",  ©,  <^,  l'hvpolhèse  la  plus 
simple  qui  lui  soit  propre. 

En  ce  qui  concerne  en  preniier  lieu  Tinclinaison  du  front 
sur  Je  rayon  vecteur,  cette  condition  será  évidemnient 

^  =  0, 

et  coníondra  incessamment  ce  jjlan  avec  celui  du  niéridien, 
c'est-à-dire  sa  trace  avec  le  rayon  vecteur  de  la  directrice.  Nous 
conservons  d'ailleurs  une  entière  généralité  pour  les  trois  autres 
íbnctions  F,  /",  cp. 

II  est  íacile  d'établii'  léquation  de  ces  .su/ faces  a  front  méri- 
tlien.  Les  relations  (3),  (1),  (2)  deviennent  en  eíTet 


eo 


cos  2=1, 

R2  =  F2  +  2F^  -f  ^2  ^  (F  _j-  ^)2  ^ 


La  lonj^ilude  (>)  d  un  poiut  (juelconque  N  (fig".  2)  de  Ia  généra- 

trice  inéridienne  peut  ainsi  ctre 
subslituée,  sons  les  signes  fon- 
clioiíncls, à  raziniut  O  du  point 
dccrivant  IM,  et  il  vient  pour 
l'équalion  cherchée 

•Fai  prcléré  la  dcduire  de  nos 
Ibrniulcs  londaincnlales,  afin  d'en 
nioiitrcr  de  suite  Tusaf^e,  mais  il 
cst  facilc  de  la  lire  directement 
sur  la  (iirurc  2. 


Fíl'.  2 


7-    l^n  (  (•  (|ui   coiucrnc   iMi   sccoiid    licu    Ic   i'apport  de  simili- 
tude, Ic  |)araiiulrc  de  bcaucoup   li-  })lus  ulilc  scra  le  rayon  vc- 
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cleur  lui  inèine 

ç  =r  =  F . 

La  génératrice  varialjle  esl  alors  représentée  (1)  par  réquation 

Nous  appellerons  de  telles  suríaces  veclorielles,  quellcs  que 
soient  d'ailleurs  les  fonctions  F,  /",  -j/. 

8.  Adjoi<,m()n.s  a  la  coudition  vectorielle  celle  de  rinclinaison 
constante  tlu  íVont  sur  le  ravon  vecteur 

'ji  =  const. 

Les  surfaces  ainsi  constituées,  quelles  que  soient  F  et  /*  (c'est-a- 
dire  la  génératrice  et  la  directrice)  jouissent  d'une  importante 
propriété. 

Le  triangle  OMn  (fig.  I)  conserve  en  eíTet  pendant  le  mou- 
vement  générateur  du  point  N  sur  sa  trajectoire  de  l'espace,  un 
angle  invariable  r.  —  z' conipris  entre  deux  cotes  proportionnels 
r  et  ^.  II  reste  donc  semblable  à  lui-mème.  Dès  lors  On  será 
proportionnel  a  Mn,  et  par  suite  a  Ntí.  En  mème  tenips  ce  rayon 
vecteur  On  fait  avec  OM  un  augle  invariable  qui  est  la  diílé- 
rence  de  i  et  de  .MOn.  Le  point  n  décrit  donc  une  courbe  sem- 
blable à  la  directrice.  D'autre  part  eníln  Tangle  vertical  NOn, 
qui  n'cst  autre  que  la  latitude  /  du  point  IS,  reste  lui  mème 
constant  durant  le  mouvcment.  De  la  ce  théorcmc: 

Si  Ton  coupe  par  un  cone  de  latitude 

?.  =3  const.  , 

une  surface  vectorielle  d^inclimmon  frontale  corn^tante  la  courbe 
gaúche  d'intersection  ÇS)  conserve  une  projection  équatoriale  {n) 
semblable  a  la  directrice  (M),  quelles  que  soient  cclte  dernière 
aussi  bien  que  la  génératrice. 

Le  plan  de  Téquateur  se  trouve  d'après  cela  sillonné  de  telles 
ligues  pour  les  divers  points  N  qui  constituent  le  profd  géné- 
rateur.  Imaginons  dès  lors  que  Ton  fasse  varier  d'une  manière 
continue  le  cone  de  latitude,  depuis  un  angie  infinitesimal  au- 
tour  de  Taxe  zénithal  jusqu'à  son  épanouissement  conqjlct  dans 
Téquateur,  suivi  lui-mème  d'un  repliement  en  dessous  jus(ju'à 
Taxe  nadiral.    On   verra,   en   suivant  par  la  pensèe  le  dèplace- 
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iiicnt  corivlalil"  de  1  inlcrseclion  (IS)  sur  la  surface,  Ia  courbe 
plane  (/?)  ba/atjer  le  plan  de  Téquateur  en  restant  semblable  à 
elle-même,  puis  qu'elle  doit  tonjours  Tèlre  a  la  directrice. 

Bien  entendu,  selon  la  coinposition  de  la  génératrice,  sa  ren- 
contre  avec  le  cone  de  laliliide  peut  s'opérer  en  un  nombre 
nmltiple  de  points,  dont  quelcjues  uns  peuvent  devenir  acci- 
dentellenient  des  points  de  tangence.  II  y  aura  donc  en  general 
plusieurs  courbes  seniblables  balayant  a  la  fois  diverses  zònes 
de  ]'équateur,  en  s'éloignanl  ou  se  rapprochant  les  unes  des 
autres,  pour  arriver  à  se  fondre  ensemble  a  Tinslant  d'un  con- 
tact. 

9.  Ku  ce  qui  concerne  en  troisième  lieu  la  génératrice,  le 
choix  le  plus  siniple  sous  le  rapport  géométrique,  en  mème 
tenqos  que  le  plus  rapproché  des  vues  qui  nous  dirigent  en 
liistnire  naturclle  vei's  Ic  gonrc  Natitilux,  de  la  faniilie  des  Nau- 
ti/idés,  est.  celui  d'un  cercle  dont  le  centre  parcourrait  la  dire- 
ctrice quelconque  F. 

Su])posons  en  mème  tcmps  la  surface  vectorielle.  L'équation 
de  la  circonférence  variable  devient  alors  à  chaque  instant 


^2  4.  ;^2  _  IV2,.2  ^  ^  _   v^'  BV"2  -  Z^  , 

en  désignant  par  B  le  multiple  constant  du  rayon  vecteur  de 
la  directrice  qui  fournit  le  rayon  de  courbure  de  la  génératrice 
circulaire. 

Adinettons  enfin,  en  ce  cpii  concerne  Tinclinaison  frontale,  la 
loi  du  Iront  méridicn.  L'équation  (5)  de  cette  classe  de  surfaces 
devient  dans  ce  cas 


\\  =  r±  ^/B2r2  — R2tang2>., 

entre  les  coordonnées  R,  (o,  ).,   une  fois  que  l'on  a  remplacé  r 
par  F(o)).  \í\\g  subit  les  transformations  suivantes 

(U-r)2  =  BV2-R2tang2?., 
!\2  (1  -1-  tang2 ;)  -  2  Br  +  r^  (1  -  B')  =  O  , 

{-\)  '  -  2r  cos  ),  (-  ^^  A  +  7-2(1-  B2)  =  O  , 
\  cos  k  /  \  cos  /.  / 

— !^  =  r  cos  X ±  v/r-cos2>.+TB2-l)r2  , 
cos  A. 


(7)  R  =  F((o)  cos  X  (cos  X  ±  [/B^  —  sin^X) 
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(>ette  formule  vérifie  avec  évidence  le  théorèine  du  N°  9  re- 
latif  aux  surfaces  vectorielles  (l'inclinaison  frontale  constante, 
d'après  lequel,  pour  une  latitude  fixe,  la  projection  horizontale 
reste  seniblable  à  la  directrice :  R  =  F(to). 

10.  La  surlace  ainsi  constituée  est  symétrique  par  rapport 
à  Téquateur,  ])uisque  son  équation  ne^^dépend  que  de  cos /.  et 
sin-  k.  Contentons  nous  donc  de  raisonner  sur  la  moitié  supé- 

rieure,  en  faisant  varier  k  seuleuient  do  O  à  -^  . 

Son  sinus  restant  positif,  la  condition  de  réalité  du  radical 
se  réduit  à 

sin  >.  <  B  . 

Si  B>  1,  (le  cercle  générateur  recouvrant  alors  Ic  pòle  comme 
une  voúte),  cctte  inégalité  ne  limitera  en  rien  la  variation  de  \ 
dans  toute  Tétendre  de  Tangle  droit. 

Le  cas-limite  B=l  prendra  une  grande  iinportance  dans  la 
suite  de  ces  recherches.  Nous  désignerons  sous  le  nom  íNqui- 
radiales  les  surfaces  qui  lui  correspondent. 

INIais  supposons  au  contraire  B<;1,  (le  profd  circulaire  res- 
tant alors  entièrement  situe  d'un  mème  côté  du  pòle),  nous 
poserons  pour  simplifier  les  calculs 

B  =  sin  b  . 

Dans  ce  cas,  Ton  n'obtiendra  d'inteisection  du  cone  de  révolu- 
tion  avec  la  surfacc  qu'en  dessous  de  la  latitude 

sin  Xq  =  B  ,  /v^  =  Z*  . 

A  cette  limite  mème,  Téquation  (7)  de  la  surfacc  nons  donne 

R  =  r  cos-  Xq  =  F(oj)  cos^  b  . 

Au  dessous,  Tintersection  se  développe  suivant  dcux  branches 
distinctes,  qui  vont  en  s'écai'tant  Tune  de  Taulre  jus(prà  ce 
qu'elles  forment  les  deux  parties  de  la  trace  cquatoriale,  pour 
les  valeurs 

Al  =  O  ,         B  =  r(  1  ±  B)  =  ( 1.  ±  sin  b)  Fuo) . 

11-   En  ce  qui  concerne  en  quatrième  lieu  la  directrice,  nous 
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fixerons  notre  attention  d'une  inanière  toute  spéciale  sur  la 
spirale  logarithmiquc, 

Nous  prcndrons  son  équalion  sous  la  forme 

^  ^  gAI)  __  J)cota 

en  désignant  par  a  rinclinaison  constante  de  sa  tangente  sur  le 
rayon  vecteur,  et  prenant  comnie  unilé  la  longueur  Ol  interce- 
ptée  par  la  courbe  sur  Taxe  polaire,  pour  Taziniut  0  =  0. 

Si  nous  supposons  dans  ce  cas  la  surface  vectorielle  et  d'in- 
clinaison  íVontale  constante,  elle  prendra  pour  nous  sous  ceíte 
triple  condition  le  nom  de  surface  nautiloidc ,  quelle  que  soit  sa 
génératrice  /".  De  là  une  laniille  de  surfaces  bien  définie. 

La  proposition  du  ]N*^  9  leur  convient,  et  se  precise  ménie 
alois  encore  j)lus.  En  cíTct  les  courbes  semblables  à  la  spirale 
logaritbníique 

^  =  cgAO  ^  gA  (O  -f  log  c  tang  a)  ^ 

sont  des  spirales  égales  mais  déviées  de  Tangle  logc  tanga  au- 
tour  du  pò!e(*).  Si  nous  fondons  d'ailleurs  cette  déviation  dans 
la  gyration  qui  a  été  envisagée  au  IS"  9,  c'est  alors  la  directrice 
elletnême  que  Ton  voit  entrer  en  mouvement  pour  balayer 
récfuateur  sans  cbanger  de  foiMue  (en  se  dédoublant  au  besoin 
de  diílérentcs  façons  pour  dcs  intcrsections  multij)lcs,  avec  des 
rotations  de  (livei's  sens  \)o\\r  ses  diverses  individualitcs)  au  fur 
et  ;i  mesure  que  le  cone  de  latitude  varie  du  zénitli  au  nadir 
en  passant  par  l'équateur. 

12-  Ces  ligues  de  latitude  jouissent  dans  les  nautiloídes  d'une 
propriété  três  rcmarquable. 

L'<)rdonni'e  du  point  determine  par  cetle  latitude  constante 
reste  par  cela  seul  sa  propre  bomologue  sur  les  génératrices 
semblables  dans  toutcs  leurs  situations.  Elle  será  donc  pro- 
por! ionnclle  au  rayon  vecteur  du  j^oint  décrivant  de  la  directrice, 
ce  (pii  donne 

z  =  Cr  =  Ce^^  . 

()n  a  d'a])rcs  cela  tout  a  la  fois 

(/r  =  Ae^^/d  ,         </z  =  XCe^^c/Q  , 


(I)  Tons  lc3  loganthinca  qui  iigmont  dans  cc  mómoire  sont  pris  dans 
le  systòinc  nópcrien. 
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et  il  vient  pour  rinolinaison  j  de  cette  courbe  sur  1'horizon : 

dz  AC 

tane'  ?  =  -  , =■  =^  —j= —        —  C  cos  a  , 

valeur  constante. 

D'après  Ia  similitude  que  conserve  incessamment  la  figure 
formée  par  la  tangente,  Téquateur,  le  cone,  sa  génératrice  et 
son  plan  tangent,  il  en  será  de  mènie  de  Tangle  que  compren- 
nent  entre  elles  la  tangente  et  la  génératrice  du  cone.  Cette 
ligne  gaúche  serpente  donc  sur  le  cone  de  révolution  en  tra- 
versant  sous  un  mènie  angle  toutes  ses  arètes. 

On  reconnait  a  ce  caractere  la  courbe  qui  a  été  étudiée  par 
TissoT  (JSouvelles  annales  de  matiumatiques,  1852),  Paui,  Seruet 
(^Théorie  nouvelle  géométrique  et  mécanique  des  ligues  a  double 
courbure,  1860,  page  101),  G.  Pirondim  {Journal  fúr  Mathema- 
tik,  Berlin,  tome  cxviii,  page  Gl),  F.  Gomes  Teixeira  (Tratado 
de  las  curvas  especiales  notables,  Madrid,  1905,  page  566).  Le  se- 
cond  de  ces  géomètres  lui  a  donné  le  nom  d'/íclice  cylindro- 
conique.  Cette  dénomination  sei-ait  un  peu  longue  pour  le  três 
fréquent  usage  que  nous  aurons  à  en  faire.  Je  lui  substituerai 
pour  ce  motif  Tabréviation:  cônhélice. 

Remarquons  avec  soin  que,  si  toutes  les  cònhélices  sont  des 
ligues  d' é gale  'pente  du  nautiloíde,  loutes  les  lignes  d'égale  pente 
de  ces  surfaces  ne  sont  pas  des  cònhélices.  II  suffit  d'en  donner 
cette  raison  evidente  qu'il  y  a  en  chaque  point  une  seule  de  ces 
dernières,  déterminée  par  son  cone  de  latitude,  tandis  qu  il  part 
de  ce  point  une  infinité  de  lignes  d'égalc  pente  sous  toutes 
sortes  d'inclinaisons. 

§111 

Nautile  à  front  méridien 

13-  néunissons  actuellement  ensemble  les  quatre  conditions 
simples  qui  viennent  d'étre  étudiées  distinctement,  a  savoir:  la 
génératrice  circulaire,  la  directrice  spirale,  le  rapport  vectoriel 
et  le  front  méridien.  Nous  constituons  ainsi  un  prcmier  type 
bien  determine,  en  vue  de  Tassimilation  que  nous  cherchons 
avec  la  naturc  vi  vante.  Nous  lui  donnerons  le  nom  de  nautile  a 
front  méridien. 

Son  réqualion  será  (7j 


1\  =  r'^'"  cos  \  (cos  \  ±  sfúvfb  —  sin2  \) 


k; 


Elle  mel  bien  en  évidence  la  nature  des  ligues  de  latitude.   Si 
Ton  ein})loie  cn  elFet  Tabrévialion 


â  =  tang'  a  Log  [cos  \  (cos  k  +  V  sin^  b  —  sin'^  >>.)]  , 
cette  formule  devieiít  simplement 

et  represente  en  projection  équatoriale,  pour  une  latitude  cons- 
tante, une  spirale  logarithmique  égale  a  la  direclrice,  et  déviée 
de  Tangle  í. 

Pour  la  valeur  limite  Xq  =  ^,  le  double  signe  disparait;  on 
obticnt  alors  la  piojection  de  la  ligne  de  contact  du  nautile 
avcc  le  cone  qui  lui  est  circonscrit  à  partir  du  pòle.  Elle  a 
pour  déviation 

^Q  =  2tang  a  Log  cos  b  . 
Celles  des  deux  traces  équatoriales  (pour  k\  =  0)  sont  de  même 

_  Log(l±B) 

14.  Nous  avons  établi  (N°  10)  une  première  distinction  selon 

queB^l,   c'est-à-dire   que   le   cercie  générateur  recouvre   ou 

non  le  pòle.  Une  seconde  division  devient  ici  nécessaire.  En 
eflet  cette  circonférence  peut  ètre,  on  non,  renconU'ée  par  la 
nouvelle  position  qu'elle  prend  a  son  retour  dans  le  nicme  mé- 
ridicn  pour  cngcndrcr  la  spire  suivante.  Par  cela  seul,  le  mème 
cercie  initial  coupe  de  niénie  la  circonférence  de  la  révolu- 
tion  precedente,  en  raison  de  la  similitude  permanente  du  groupe 
forme  par  deux  méridiennes  successives. 

Si  les  cerdes  consécutifs  restent  nettement  separes  par  des 
intervalles  vides,  la  surface  se  dcveloppe  eu  une  seule  nappe 
de  forme  spiraloide,  évasce  transversalement  en  forme  de  cor 
conune  dans  le  gcni"e  crioccras.  (^est  le  cas  le  plus  simple,  et 
il  est  facile  de  formuler  sa  condition  d'existence. 

Les  rayons  vecteurs  du  point  déciivant,  pour  deux  révolu- 
tions  successives  de  la  directrice,  sont  c^^  et  ^^i"  r^"),  Leur 
diflcrcncc.  c'est-à-dirc  riutcrvalic  de  ces  spircs,  a  donc  pour 
valeur 


Quant  aux  rayons  correspondants  des  cercles  générateurs,  on 
les  obtient  en  multipliant  par  B  ces  deux  rayons  vecteurs.  Leur 
somme  será  d'après  cela 

Pour  que  les  spires  de  la  surface  resteat  distinctes  sans  em- 
piéter  Tune  sur  Tautre,  il  faut  que  cette  somme  n'occupe  pas 
la  totalité  de  rintervalle  ci-dessus,  c'est-a-dire  que 


B< 


.2^A 


.2^A+i 


Cest  donc  par  Tunité  d'une  part  (N°  10)  et  par  cette  fonclion 
que  se  trouvent  séparées,  pour  une  valcur  donnée  de  A,  les 
trois  classes  distinctes  de  nautile  à  front  méridien. 

15.  Mais  le  cas  des  intersections  presente  une  tout  autre 
complexilé.  Etudions  le  avec  quelque  détail. 

Nous  emploierons  comme  coordonnées  de  la  section  méri- 
dienne  dans  son  propre  plan  R  et  3;.  Le  centre  du  cercle  géné- 
rateur  ayanl  pour  abscisse  r,  et  son  rayon  étant  Br,  il  aura 
comme  équation 

(8)  (R-rj2  +  í2  =  BV, 

2rR  -  R2  -z^  =  r'  cos^  b  . 

La  circonférence  qui  lui  succède.  non  pas  inunédiatement 
mais  a  n  spires  de  Jistance,  nous  donnerait  de  mème 

2r'R-R2-z2_^"2^.Qj.2^^ 

En  retranchant  ces  deux  relations,  nous  trouvons  pour  Tabscisse 
R  de  rintersection 

2(r'  -  r)R  =  (r'2  -  r"-)  cos^  b  , 

Or  on  a 

r'  =^  gA((u-|-2HZj  ^  ^^2nAz  ^ 
VoL.  III  —  N.°  1  2 
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et  par  cònséquent 

1  _i_  '2» Ar 
(9)  R  =  -^ cos2  ô  .  í  A'"  . 

16.  Si  Ton  cnvisagc  R  cl  co  coiiiiiic  des  coordonnées  polaires, 
ou  obtient  réqiiation  de  Ia  projection  équatoriale  de  la  traje- 
ctoirc  dii  poiut  d'inlerseoti()n,  à  savoir 

R  =  .A(o.-fA)^ 
en  posant  pour  abréger 

A  —  tang  a  Log  ( cos-b 

On  y  retrouve  donc  la  spirale  dircctrice  elle-inèine  déviée  de 
Tanglc  A.  Les  oourbes  gaúches  qui  lui  conespondent  pour  Ics  di- 
verses  valeurs  de  n  serontcerlainescònhélicessjjéciales  dunautile. 

Nous  les  appellerons  gonttières.  Cette  dénomination  se  presente 
d'elle-niènie  à  rcsprit  ])()ur  ccllcs  d'ciilrc  cllcs  donl  les  parois 
latéraics  piongent  toutcs  les  dcux  vcis  Ic  bas,  figuiant  une  vallée 
dont  la  cònhélice  fonnerait  le  thalweg. 

Si  Ton  engageait  sur  cette  ligne  une  bille  infinitésiuiale  des- 
cendam sous  Taction  de  la  pesanteur  sans  aucune  résistance 
passive,  elle  obciíait,  d'après  le  théoréme  des  forces  vives,  à 
la  loi  de  niouvenienl  connue  sous  le  noin  de  plan  incline ;  la- 
quelle  n'est  autre  que  celle  de  la  chute  libre  des  graves  avec 
réduclion  de  Taccélération  d'après  le  sinus  de  la  pente. 

17-  Cherchons  d'autre  parL  Tordonnée  z  du  point  d'interse- 
ction.  L'équation  (8)  nous  donne  a  cet  égard 


c'csl-á-dirc  (11) 


tang'  X  =  —  1  -1 -r I  ^ 1  , 

( 1  +  c^''^'')  cos"^  b\      1  +  /"^"A- ; 


4g2«Az 


1  -I-  tang2  X  = ^— : , 

iiAz   I     — 7iA- 
( 1 0)  cos  X  = -V cos  b. 
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Cette  valeur  de  cos  X,  bien  qu'obtenue  par  rextraction  d'une 
racine  carrée,  ne  comporte  pas  de  double  signe,  attendu  que 

Tangle  de  latitude  ne  se  compte  que  de  — —    à  +-^-  Mais  on 

voit  qu'íi  chacune  des  valeurs  positives  de  ce  cosinus  corres- 
pondent,  d'après  la  svmétrie  de  la  formule,  deux  valeurs  égales 
et  de  signes  contraíres  de  n.  II  y  a  donc  autaiit  de  circonfé- 
rences  à  droite  qu'à  gaúche  du  cercle  central,  duquel  nous 
sommes  partis,  qui  sont  rencontrées  par  lui.  Et  en  effet,  ainsi  que 
nous  Tavons  déjà  fait  remarquer,  il  ressort  de  la  similitude  per- 
manente que  cette  circonférence  joue  par  rapport  aux  cercles 
moindres  qu'elle  situes  sur  sa  ganche  le  mème  role  qu'exer- 
cent  a  son  égard  les  cercles  plus  grands  qui  se  trouvent  a  sa 
droite. 

On  voit  en  outre  que  pour  chaque  valeur  positive  de  cos  X, 
la  latitude  est  susceptible  de  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires;  conséquence  immédiate  d'ailleurs  de  la  svmétrie  de 
la  surface  au  dessus  et  au  dessous  de  Téquateur. 

18.  Toutefois  ces  valeurs  ne  seront  réelles  que  sous  la  con- 
dition 


COS  >w  <  1   , 

d'oú  Ton  déduit  (IO) 

/jj\                             2nX- ^ 

0             , 

„nAr.    \    \  ^  0 

\^ii)                           t 

COS  0 

Pnnr    mif»    cp    frinAiiit»     cn 

l^     Y\iiCrr\i\\       ^\     Tall^     rfiií>     C!i     v* 

ii>iaKlo    «^'A~ 

reste  comprise  entre  les  deux  racines,  qui  sont 

I  +  sin  b 
cos  b 

ou  sous  des  formes  equivalentes 

Ces  valeurs  sont  reciproques  Tune  de  Tautre.  Leurs  logari- 
thmes  (qui  devront  comprendre  entre  eux  wAz)  sont  donc 
égaux   et   de   signes  contraires.    Par  conséquent  n  ne  doit  pas 
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exceder  les  deux  limites 

,1  (Tb 

U  est  facile  de  concevoir  a  prioii  qu'il  doive  y  avoir,  de 
part  et  d'autre,  une  limite  pour  les  inteisections  (^).  Lorsque, 
en  efíet,  a  partir  d'une  position  déterminée,  le  cercle  s'éloig;ne 
de  plus  en  plus  par  des  rotations  successives,  encore  bien  que 
son  diamètre  augmente  avec  le  rayon  vecteur  de  son  centre  de 
manière  à  le  recouvrir  vers  son  extrémité  sur  des  longueurs  in- 
(léíiniment  croissantes,  il  laisse  cependant  à  découvert  du  còté 
du  pôle  un  segment  qui  varie  lui-niéme  proportionellement,  en 
arrivant  ainsi  a  dépasser  toute  limite,  et  en  particulier  le 
ravon  de  la  circonférence  fixe  sur  laquelle  portent  nos  raison- 
nements.  A  partir  de  ce  moment,  il  n'y  aura  plus  rencontre. 

19-  Appelons  N  le  plus  grand  nombre  entier  qui  satisfasse 
à  la  condition  numérique 

..^^  ,T      tanga.  /x        ^\ 

(12)  N<-^Logtang(^---j, 

le  cercle  considere  cu  rcnconti'era  en  tout  2N  autres,  a  savoir  N 
plus  grands  sui'  sa  (b'oite,  et  IV  moindres  a  gaúche. 

Si  i'on  voulait  accroitre  la  valeur  de  ce  total,  et  avec  lui  la 
complication  de  la  surface,  il  suffirait  d'aug;menter  a  et  b,  c'est- 
a-dire,  d'eniployer  des  spirales  plus  lentes  et  des  cercles  plus 
grands  par  lapport  au  rayon  vecteur  de  leur  centre. 

A  ces  points  d'inlersection  des  circonférences  méridiennes 
correspondent  2N  gouttieres,  à  savoir  N  au  dessus  de  Téqua- 
teur,  et  N  au  dessous.  Il  existe  cependant  4N  intersections  du 
eercle  central  par  ses  2N  .satelliles,  mais  elles  se  trouvent  asso- 
ciées  deux  par  deux  sur  la  nième  droite  de  latitude,  qui  coupe 
ncccssaircmcnt  deux  (bis  cliaquc  cercle.  Elles  sont  dès  lors 
Iraversécs  toules  les  deux  pai'  la  mème  cònhélice.  Elle  rencontre 
une  prcmière  Ibis  Ic  cercle  central  sur  sa  gaúche  en  son  croise- 
ment   avec   un  plus  petit  (|uc  lui,    puis    une   seconde   fois,    en 


(')    Sauf   lorsqiron    anive    à    Ia  limite  jusqu'au  nautile   équiradial  : 
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raison  de  la  similitude,  sur  sa  droite,  lorsqu'il  joue  lui-inème 
le  role  de  petit  cercle  vis  à  vis  d'un  plus  grand  que  lui. 

Le  nouibre  des  gouttières  est  donc  toujours  pair.  II  existe 
cependant  a  cet  égard  une  excepliou  qu'il  faut  enregistrer. 
Supposons  eu  effet  que  Texpression  (12)  ait  préciséuient  pour 
valeur  un  nonibre  entier.  On  peut  alors  aítribuer  à  n  cette 
valeur  limite  elle-mème,  en  outre  de  tous  les  nombres  entiers 
inférieurs.  Mais  cest  toutefois  à  la  condition  d'annuler  par  ce 
choix  spécial  le  trinòme  (11),  au  lieu  de  le  rendre  négatif,  On  a 
donc  dans  ce  cas 

cos  X  =-  1  ,  X  =  O  . 

Le  rencontre  des  cercles  se  fait  par  conséquent  sur  Taxe  polaire, 
et  ils  V  sont  tang-ents  Tun  a  Tautre.  Au  point  de  vue  algébri- 
que  on  peut  assurément  voir  la  une  solution  douhle,  et  main- 
tenir  par  cet  artífice  le  nombre  2N  des  gouttières.  Mais,  dans 
la  réalité  phvsique.  on  n'en  apercoit  plus  sur  la  surface  que 
2N —  1  seulement,  à  savoir  N —  1  cònhélices  au  dessus  de  Téqua- 
teur,  antant  en  dessous,  et  une  spirale  logarithmique  qui  ser- 
pente dans  le  plan  mème  de  svmétrie,  ou  elle  forme  une  ligne 
de  soudure  des  spires  consécutives  entre  elles. 

Le  cas  spécial  N  =  l  marque  a  cet  égard  le  passage  de  la 
seconde  catégorie  (>°  15)  à  celle  des  interseclions.  La  relation 
(14)  devient  alors 

tang  «  .  Log  (^ j  —  yj  =  -  , 

B  =  sin  ^  =  cos  (2«^") . 

On  rencontrera  donc  un  tcl  nautile  soudê  j)our  une  spirale 
quelconque,  en  employant  un  rapport  vectoricl  approprié,  ou 
pour  un  rapport  arbitraire  avec  une  spirale  convenable. 

20.  Rentrant  maintenant  dans  le  ças  general,  nous  voyons 
que  ces  diverses  cònbélices  séparent  la  surface  nautilienne  en 
2N  zònes,  infmies  suivant  le  sens  spiraloide,  mais  se  cloison- 
nant  mutuellement  dans  la  coupe  transversale,  à  Ia  manière 
des  bui  les  de  savon  (*). 


(1)  Le  résultat  chai]<rerait  à  la  vérité,  s'il  s'agissait  d'un  objet  massif 
dout  on  naperçoit  pas  liiittrieur,  tel  quun  modele  en  plâtre.  II  n'y  a  plus 
alors,  de  chaque  côté  de  réquateur,  qifunc  seule  gouttière  accessible,  ser- 
pentant  à  la  superíicie  du  solide. 
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Nous  pouvons  entreprendre  d'évaluer  le  nonibre  des  com- 
partiments  distincts  suivant  lesquels  se  trouve  cloisonnée  Taire 
du  cercle  central  par  la  Iraversée  des  cercles  salelliles,  de  gaúche 
et  de  droite,  qui  le  coupent  en  raccompagnant  comine  un  cor- 
tège  daMS  son  mouveincnt  générateur. 

Nous  ne  compterons  essentiellenient  que  pour  une  unité  dans 
ce  cortège  Tensemble  des  conipartinients  disposés  en  série,  dont 
chaque  terme  vient,  aprés  une  révolution  pendant  laquelle  il  se 
dilate,  SC  superposer,  à  son  retour,  sur  le  suivant.  Ce  que  nous 
évaluerons,  cn  un  niot,  cst  le  nombre  de  tubes  spiíalouíes  dis- 
tincts, ípii  reniplissent  par  leur  ensenible  la  superfície  externe 
engendrée  ])ar  le  cercle  central.  La  pius  élevée  (fig.  3)  des  N 
droites  de  latitude  situées  au  dessus  de  Téíjuateur  traverse  un 


Fig.  3 

liiangle  curvilipie  unicpie.  Le  rayon  de  rang  N— 1  traverse 
dcux  (juadraiuj/cx  curvilignes ;  mais  ils  ne  doivent  comptci"  que 
pour  une  unité  se  recouvrant  cllc-mémc  dans  la  gyralion  qui 
lui  íait  traverscr  le  cercle  central.  Au  rayon  N  —  2  correspond 
égalcnicnt  un  unique  quadrangie,  qui  se  recouvre  lui  mème 
dcux  fois;  et  ainsi  de  suite.  Le  second  rayon  a  partir  de  Téqua- 
teur  fournit  encore  un  dernier  quadrangie,  qui  se  recouvre 
N  — 2  fois, 

Cest  donc,  sur  le  picd  d'un  scul  tube  spiraloide  pour  chaque 
rayon  de  latitude,  un  total  de  N—  1  tubes.  En  vertu  de  la  sy- 


n 


mótrie,  nous  en  avons  tout  autant  au  dessous  de  réquatcui'; 
soit  en  tout  2(N—  I). 

Mais  il  nous  reste  encore  à  envisagcr  le  premier  rayon,  aussi 
bien  au  dessus  qu'en  dessous  de  ce  plan.  L'une  et  Tautre  de 
ces  deux  droites  traversent  un  niéme  sejctanole  curvilis:ne,  fornié 
de  six  ares  de  cercle,  et  se  recouvrant  lui-niéme  N — 1  fois 
dans  la  gyration.  II  ne  comple  dono  ici  que  pour  un  seu)  tube, 
tant  au  point  de  vue  des  recouvrenients  successifs  que  pour 
les  deux  côtés  de  Téquateur. 

II  en  est  de  nicine  en  ce  qui  concerne  Taxe  polaire  qui  traverse 
des  biangles  curvilignes,  coniposés  cbacun  de  deux  ares  de  cercle 
régnant  des  deux  còtés  du  plan  de  symétrie.  Ce  comparliment 
se  recouvre  N  fois,  et  Tensemble  ne  conipte  encore  que  pour  une 
unité.  En  la  joignant  a  la  precedente  et  aux  2(N — I)  trouvées 
ci-dessus,   nous  obtenons  donc   un   total  définitif  de  2N  tubes. 

21.  Evaluons  de  nicine  le  nombre  des  points  de  croisenient 
de  ce  réseau. 

Nous  en  trouvons  2  sur  le  jN*^  rayon;  3  sur  le  (N —  1)'^,  4  sur 
le  (N  — 2)*^,  : .  .  .  ,  N  sur  le  2'^,  et  enfin  N+i  sur  le  premier. 
L'axe  polaire  ne  traverse  aucun  croisenient.   Ce  total  est  donc 

(N+l)(N  +  2)  N(N-f3) 


mais  il  en  existe  autant  au  dessous  de  Téquateur,  et  le  chiflVe 
définitif  devient 

(13)  N(N  +  3). 

22.  Enumérons  encore  les  ares  de  cercle  distincts  qui  con- 
stituent  le  canevas  de  ce  cloisonnement, 

Le  premier  satellite  de  gaúche  pi'ésente,  à  Tintéiieur  du 
cercle  central,  un  are  qui  toui^ne  sa  convcxité  vei's  la  droite  et 
traverse  Taxe  polaire;  le  second,  \n\  are  au  dessus  de  cet  axe, 
un  au  dessous,  et  un  troisièmc  ([ui  le  traverse;  le  Iroisième 
satellite  donne  deux  ares  au  dessus,  deux  au  dessous,  et  un 
cinquième  transverse;  et  ainsi  de  suite.  Le  N*^  satellile  en  four- 
nira  2N —  1.  On  obtient  donc  la  série: 

1  +  3  +  5-1-7  + +  (2N-1)  =  IN2. 

Mais  les  satelliles  de  droite  en  présentent  un  nombre  égal  tpii 
teurnent  leur  convexité  vers  la  gaúche.  Et  enfin  le  cercle  géné- 
rateur,  pour  son  propre  compte,  en  possède   4N  le  long  de  sa 
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périphérie  complete.  Le  total  est  donc 

?í2  +  N2^4N  =  2N(N  +  2). 

(^e  résiiltat  peut  servir  à  controler  le  précédent  (13).  En 
efíet  en  chaque  point  de  croisement  se  rencontrent  deux  cer- 
cles.  II  en  part  donc  (|uatre  amoiccs,  à  savoir  4N(N  +  3)  en 
tout.  II  y  a  toutefois  exception  pour  les  ÍN  points  du  cercle 
central,  d'ou  ne  partent  que  trois  amorces,  puisque  nous  ne 
sortons  pas  a  rextérieur,  Le  résultat  est  donc 

4N  (N  +  3)  —  4N  =  4N  (N  +  2) . 

Mais  chaque  are  de  cercle  soude  Tune  à  Tautre  deux  amorces. 
Leur  nombre  est  donc  la  inoitié  de  ce  dernier,  c'est-a-dire  égal 
a  celui  que  nous  avons  trouvé  plus  haut. 

23.  Nous  pouvons  déterminer  les  diíférentes  valeurs  des  an- 
gules plans  que  comprennent  entre  eux  les  divers  de  ares  cercle 
du  cloisonnement. 

L'an^le  des  deux  circonfèrences  qui  ont  pour  centres  C  et  C 
(fig.  4)  est  le  nième  que  celui  CGC  de  leurs  norniales.  Or  son 

s 


Fig.  4 
supplément  CGS  a  pour  bisseclrice  GO  d'après  la  proportion 

CG      CG 


On  a  donc 
et  d'autre  pari 


CÕ~  CÕ' 

CGC'  =  ::-2(CG0), 

sinCGO       CO 
sin  COG  ~  CG  ' 

sinCGO  _   r 


sm  (>GO  -=  — — j- 
sm  o 


II  vient  cVaprês  cela 

.sin  cGf  r  =  si,i  2  (CGO)  =  2  !'4- . /rr!Í2!^ 

sino  V  sm-O 

_  2  \/{í—  cos-  X)  (cos2 1  —  COS^^  ò) 


expression  dans  laquelle  il  suffira  de  substituer  successivemenl 
les  N  valeurs  (10)  de  cosL. 

24.  Nous  pouvons  également  évaluer  les  longueurs  respe- 
ctives  des  divers  ares  du  cloisonnenient. 

Ce  sont  eu  eíret  les  diíFérences  consécutives  des  ares  tels 
que  a  =  AL,  interceptes  sur  le  cercle  central  eutre  Taxe  polaire 
OA  et  les  diverses  ligues  de  latitude  OL.  Or  nous  avous 

ACL  -  AOL  =  CLO  =  CGO  , 

et  par  couséqueut,  d'après  les  valeurs  precedentes, 

sin  K 


sui 


(-->•)=— T- 


Moiivement  nautiloide 

25.  Le  nautile  que  nous  venons  d'étudier  avec  détail :  ve- 
ctoriel,  a  front  méridien,  directrice  spirale,  et  f^énératrice  cir- 
culaire,  n'est  pas  le  seul  type  que  cette  analyse  nous  permette 
de  rattacher  à  Taspect  extérieur  du  coquillage  de  ce  noni.  Nous 
en  rencontrerons  encore  d'autres  qui  se  rapprocheront  de  plus 
en  plus  exactement  de  cette  ressemblance :  nautiles  à  íVont 
normal,  a  íront  oblique,  sphéro-nautile.  II  será  toutefcis  inutile 
de  reprendre  pour  chacun  d'eux  cette  description  si  complexe. 

Revenons  pour  le  moment  ;i  une  plus  grande  généralité,  et 
tout  en  conservant  le  caractere  vectoriel  et  la  spirale  logaiithmi- 
que  comme  dire(;trice,  reprenons  une  gcnératrice  quelconque 
(et  non  plus  circulaire),  avec  une  inclinaison  frontale  constante 
(mais  non  plus  nulle). 

Dans  ces  conditions,  le  rayon  vecteur  OM  de  la  spirale  (fig.  1), 
la  tangente  en  son  extrénaité,  la  trace  du  plan  de  íront,  ce  plan 
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lui-nicme,  la  lií^ne  ci^énératrice  qu'il  conlient,  Tordonnée  Nn  d'un 
de  ses  points,  ainsi  que  le  rayori  vecteur  O71  de  la  projection 
équatoriale  de  ce  dernier,  coiisliliient  ce  que  j'appellerai  un 
édifice  gèomtlvique ,  iniinuable  de  forme,  conservant  sans  alléra- 
tion  chacun  de  ses  angles  pendant  le  mouvement  générateur, 
mais  ampliíianl  liomothéti(}uenient  toutes  ses  dimensions  par  rap- 
port  au  centi'e  de  siiuilitudc  M,  \\  Tunisson  du  rayon  vecteur 
OM,  c'est-;idire  suivant  une  progression  géoinétrique,  tandis  qu'il 
tourne  d'après  une  progression  aridimétique  autour  de  Taxe 
zénithal  O. 

Je  i'egarde  comine  fondamenlale  pour  cel  ordre  de  rccherches 
la  conception  de  cet  édiíice  í^éométrique,  dans  lequel  noiís 
pourrons  successivement,  \\  Toccasion  de  chacune  des  queslions 
dislincles,  incruster,  pour  en  íaire  partie  integrante,  les  divers 
éléments  de  ces  questions,  a  la  condition  essentielle  qu'Us  relè- 
vent  eux  numes  de  la  similitude,  c'est-;i-dire  conservent  les  angles 
et  les  rapports  de  dimensions. 

Cest  d'ailleurs  de  celte  nianière  que  Ton  pourrait,  même  en 
géomctrie  plane  pour  Tctude  de  la  spirale  logarithmique,  tout 
faire  dépendre  de  la  similitude  de  la  figure  élémentaire  consti- 
tuée  par  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins  avec  les  tan- 
gentes menées  sous  un  angle  immuable  en  Icurs  extrémités.  La 
considcration  de  cet  ídifice  jylan,  auquel  on  rattacherait  cliaque 
fois  les  éléments  des  divcrses  questions  qui  ont  été  traitées  sur 
cette  belle  courbe,  me  parait  étre  la  raison  profonde  de  tant  de 
remarquablcs  propriétés,  et  de  son  extiaordinaire  persistance  a 
se  rcproduiie  loujours  la  mème  (*),  toutes  les  fois  que  Ton  exe- 
cute sur  ellc  des  constructions  dépendant  uniqucment  de  la 
similitude;  au  point  que  cette  incessante  réapparition  linit  par 
devenir  en  quelque  sorte  banale,  et  fatigante  par  son  élégance 
mème. 

II  convient,  d'après  ces  vues,  de  commencer  par  approfondir 
les  propriétés  générales  du  moiiveinent  nauliloide  de  cet  édiíice, 
c'cst-;i-dire  en  déíinitivc  d'une  figure  quelconque.  On  nc  rcn- 
coiilre  pas  celte  étudc  dans  la  cincmatiquc  classiquc,  j)ai  la 
raison  (pie  ccllc-ci  nVnvisage  que  des  solides  invariablcs,  lundis 
qu'il  s'agit  cssenlicllcmcnt  ici  de  figures  délbrmablcs. 

26-  ('onsidérons  (fig.  5)  Ic  déplaccment  d  une  droite  quel- 
conque de  longucur  finie,   depuis  une  position  PQ  jusqu'a  une 


(')  Eadem  mulata  rcsurgo  (Jacques  Bkrxoulli). 


autre  P'Q',  avec  changement  cVorientation  et 
à  la  fois. 

iVous  allons  reconnaitre  qu'une 
parei  lie  traiisposition  peiít  toujours 
étre  eíFectuée  par  un  inouvetnerit  nau- 
liloide,  c'est-'a-dire  eu  faisant  décrire 
par  P  et  Q,  autour  d'un  mème  pòle 
O,  deux  angles  égaux,  en  parcourant 
deux  spirales  logaritliniiques  PP', 
QQ',  donées  d'iiii  méine  angie  ca- 
rão té  ri  sti  que  a. 

L'angle  y.  =  POP'  dont  touruent 
a  la  fois  les  trois  còlés  dii  triangle 
inconnu  OPQ  pour  veuir,  avec  dila- 
taliou,  occuper  rcuiplaceuieut  OP  Q' 
nous  est    iuniiédiateuient   conuu    en 


de  graudeur  tout 


Fi; 


a^PAP'. 


II    doit   dailleurs    salisfaire   aux    relations 


gCí  cotg  a  ^ 


OP'  _  OQ^  _  P'Q' 
1^ 


OP       00 


dont  le  dernier  ineuihre  nous  est  également  donné.  L'angle  ca- 
ractéristique  a  des  spirales  se  trouve  ainsi  determine. 

D'aulre  part,  on  voit  que  le  point  O  appartient  nécessaire- 
nieut  a  deux  segments  capables  de  Tangle  a,  décrils  respecti- 
vement  sur  PP'  et  QQ'.  II  se  trouve  donc  lui-mème  deter- 
mine (*). 

27.  Supposons  niaintenant  qu'une  fig^ure  quelconque  se 
meuve  dans  son  propre  plan  d'une  manière  arbitraire,  mais 
seus  la  condition  de  rester  semblable  a  elle  mème;  et  analysons 
les  circonstances  de  son  déplacement  instantané. 

Cette  figure,  quelle  qu'clle  soit,  se  irouvera  complètement 
détcrminée  par  une  de  ses  droites  PQ.  En  eífet,  appelons  l\  un 
quelconque  de  ses  points.  On  peut  le  raltacber  ;i  cette  droite 
par  un  triang-le  PQH  qui  devra  rester  semblable  ;i   lui-mème, 


(i)  Cest  (Failleurs  sans  aucune  ambiguité,  bien  que  deux  cercles  se 
coupent  en  deux  points,  car  ou  sait  que  la  seconde  se  rapporte  aux  se- 
gmenta capables  de  Tangle  supplémeutaire  -  —  a,  et  non  plus  a. 
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et  que  l'on  saura  par  suite  construire  en  P'Q'R'  une  fois  que 
l*on  counaitra  la  seconde  position  P'Q'  de  PQ. 

Or  cette  drf)ilc  pcut  èlre  ameuée  en  P  Q'  par  un  mouvenient 
nautiloide  d'un  certain  pòle  O  et  d'un  angie  oaracléristique  a. 
Dès  lors,  dans  le  triangle  OI^U  (fig.  5),  qui  devient  OP'R',  le 
rayon  vecteur  OR  touine  jusqu'en  OR',  du  mènie  angle  que  OP 
pour  venir  en  OP',  puisque  l'angle  ROP  =  R'OP'.  De  plus  le 
rapport  de  OR  ii  OR'  est  le  mème  que  celui  de  OP  à  OP', 
d'après  la  similitude  de  ces  triangles.  Le  point  R  parvient  dono 
en  R'  par  une  spirale  de  niènie  pòle  et  de  mème  angle.  De  Ta  se 
dégafí^e  Ia  conclusion  suivante : 

Dans  le  mouvenient  inslantané  d'une  figure  plane  qui  se  de- 
forme en  restant  semblable  \\  elle-mème,  les  divers  points  se 
déplacent  le  long  de  spirales  logarithmiques  égales  et  de  mème 
pòle. 

28.  Tous  les  points  s'èchappent  donc  simultanément  de 
leurs  positions  actuelles  avee  des  vitesses  proportionnelles  a 
leurs  distances  au  pòle  et  sous  le  mème  angle  par  rapport  \\ 
CCS  ravons  vecteurs. 

On  peut  dcs  loi's  dccomposer  ces  vitesses  suivant  le  rayon 
et  sa  perpendiculaire  \\  l'aide  de  triangles  rectangles  semblables 
entre  eux,  dont  les  composantes  respectives  seront  dès  lors 
toutes  proportionnelles.  En  d'autres  ténues,  un  mouvenient  è!é- 
mentaire  de  similitude  peut  toujours  ètre  dècomposé  en  deux 
autres :  1"  une  rotation  sans  dèlormation  autour  d'un  pòle 
instantané;  2°  une  dèlormation  homotbètique  par  rapport  à  ce 
pòle  sans  rotation  (*). 

Si  l'on  fait  connaitre  la  direction  des  vitesses  de  deux  points, 
ainsi  (pie  le  rapport  de  leurs  deux  composantes,  la  valeur  de 
ce  dernier  fait  connaitre  l'angle  caractèristique  des  spirales.  Si 
alors  on  trace  deux  rayons  foiíuant  cet  angle  avec  les  directions 
des  vitesses,  ils  dètermineront  par  leur  intersection  le  pòle 
instantané. 

Une  fois  celui-ci  connu,  l'on  en  dèduira  pour  t(mt  auhe  |)oint 
la  direction  de  sa  vitesse,  en  menant  sou  rayon  vecteur  et 
faisant  avec  lui  Tangle  en  question.  Si  Pune  des  deux  vitesses 
est  en  outre  donnée  en  grandeur,  on  obtiendra  par  proportion 
toutes  les  autres. 


(•)  Lorsquc  la  figure  reste  indóforinable,  la  seconde  composante  dispa- 
rait,  et  Ton  retrouve  le  tliéorème  du  centre  instautaué  de  rotation  de  la 
cinématique  clasaique. 
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29.  Après  ce  déplacenient  des  points,  envisageons  celui  des 
droites  liées  ;i  la  figure 
qui  estanimée  d'un  mou- 
venient  iiaulilokle. 

Traçons  une  quelcon- 
que  des  spirales  décrites 
par  les  points  de  l'édifice 
géométrique  (fig.  6).  l.a 
droite  considérée  DD'  la 
rencontre  en  M  sous  un 
certain  angie  b.  Soient 
r,  0  les  coordonnées  de 
ce  point,  et  R,  co  celles 
d'un  point  quelconque 
N  de  la  droile.  Abaissons 
la  perpendiculaire  OP.  l'our  élablir  Péqualion  de  DD'  nous 
écrivons 

NO  .  cos  NOP  =  OP  =  MO  .  cos  MOP  , 


Fig.  G 


NOP  =  CO  - 


'~(t-^')J^I-^^~^'^+^^' 


MO.cosMOP=rsinOMP, 


et  finalement 

(14)  R  sin  (6  -  oi  -1-  h)  =  e-^'^  sin  b  . 


,A0 


La  recherche  de  l'enveloppe  de  cette  droile  se  fera  en  éli- 
niinant  le  paramètre  8  entre  cette  cquation  et  sa  dérivée  prise 
par  rapport  a  lui 

( 1 5)  R  cos  (6  -  to  +  b)  -=  Ar"^^^  sin  b  . 

On  en  déduit 

tang  (6  —  CO  +  ^)  =  —  =  tang  a  , 
A 

,    6  =  oj  +  «  —  b  , 
d'ou,  en  reportant  cette  valeur  dans  l'équation  (14) 
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On  y  reconnait  une  spirale  identique  à  toutes  les  trajectoires, 
mais  déviéc  par  rapport  ;i  celle  du  point  M  de  1'angle 


A  =  tang  a  .  Log 


4— eA(a-ò)" 
sin  a 


30.  Quant  au  point  de  conlact  X  de  la  droile  avec  son  en- 
veloppe,  il  est  fourni  par  Pintersection  de  cette  ligne  avec  sa 
j)().sili()n  infininiont  voisine.  Ses  coordonnées  sei"<)nt  dono  don- 
nées  par  Ics  deiix  équalions  (li)  et  (ITi).  Or  noiís  avons  déja 
ti"()uvé  par  leiír  éliniination 


et  il  en  resulte 


sin  ò 


Ho ■ • 

sin  a 

On  peut  niènie  se  dispenser  de  ce  calcul  cn  reniarqiiant 
(ju'il  suílit  de  inener  pai'  le  pòle  une  droite  OX  faisant  avec  DD' 
l'angle  a,  puiscjue  cette  droite  jouera  en  X  le  role  de  ravon 
vecteur,  et  DD'  celui  de  tangente  de  la  spirale  logarilhmique. 

31-  Iniaginons  niaintenant  une  figure  ;i  trois  dimensions  dont 
la  trace  équaloriale  se  Irouve  aninice  dans  son  plan  d'un  mou- 
venient  naiitiU/íde.  Le  déplac-cinent  dans  l'espace  restera  gou- 
verné  pai'  les  propriétés  j)iécédentes. 

La  seule  modification  dans  les  énoncès  (mais  elle  est  essen- 
tielle)  consiste  en  ce  que  les  trajectoires  des  j)oints  qui  restent 
homologues,  au  lieu  fl'èlre  conune  ci-dessus  des  sj)irales  loga- 
lillimiques,  devi(;nncnt  des  cònhélices.  En  eflet,  pour  cliacune 
d'eux  l'altitude  z  s'auq)lilie  dans  le  mème  rapport  que  l\,  puis- 
que  tout  l'édirice  géométrique  conserve  sans  altération  ses 
divers  rapports  de  dimensions,  II  en  será  dès  lors  de  mème  de 
l'angle  ([ue  fait  cette  droile  avec  l'horizon,  a  la  suriace  du  cònc 
de  latitutle  sur  lequel  elle  se  trouve  tracée. 


§  V 
Equation  des  surfaces  nautiloides 

32.   On  peut,  d'une  nianière  générale,   ramener  au  type  du 
nautiloíde  ;i  front  méridien  la  siirface  engendrée  par  le  mouve- 
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ment  nautiloide  d'une  ligne  quelconque  S,  plane  ou  gaúche, 
liée  comnie  édifice  géométrique  au  rayon  vecteur  d'une  sjiirale 
logarithniique. 

En  eíTet  cliacun  de  ses  points  parcourt  dans  Tcspace  une 
cònhélice,  et  la  surface  engendiée  se  trouve  enlièrement  sillon- 
née  du  systènie  de  ces  trajectoires.  Coupons  la  par  un  plan 
méridien,  et  soit  s  la  section.  l^ions  cette  Jigne  plane  au  ravon 
C)M  et  a  la  courbe  S;  puis  lecommençons  Ic  niouvement  nauti- 
loide de  cet  édifice  ainsi  complete.  Les  divers  points  de  s  de- 
vront  pour  cela  dccrirc  dcs  cònhélices  qiii  sont  coinplèteuicnt 
déterniinées  par  la  spirale  directrice,  et  ne  sauraient  par  suite 
diílérer  de  Tensenible  précédent.  La  surface  nautiloide  será 
donc  susceptible  de  ce  nouveau  mode  de  génération  (s),  aussi 
bien  que  du  preniier  (S). 

33-  Or,  sons  cette  forme  simplidée,  il  nous  est  facile  de 
fornier  l'équation  générale  de  cette  famille  de  surfaces. 

Nous  avons  en  eifet  trouvé  pour  une  surface  quelconque  a 
front  méridien  (5) 


R  =  F(co)-|-cf(co)/ 


?HJ 


Si  la  directrice  est  une  spirale  logarithmique,  il  vient 


R 


,A(» 


Cp(03)/ 


Cp  (to) 


Si  de  plus  la  surface  est  vectorielle,  nous  remplaçons  '^  par  le 
rayon  vecteur 

í\^e^"'[í  -i-fize--^"')]. 

Mais  il  devient  dès  lors  inutile  de  conserver  en  évidence  la 
trace  de  la  fonction  /",  et  nous  pouvons  remplacer  par  <1)  le 
synibole  1  +/  de  fonction  arbitraire,  ce  qui  donne  plus  simple- 
ment 


(16) 


R 


e^">  c])  (ze-'^"') . 


Telle  est  l'équation  d'un  nautiloide  quelconque  ayant  pour  gé- 
nératrice,  dans  le  premier  méridien  (co  =  0),  le  profil 

On  peut  ég-alement  lui  doimer  une  seconde  forme,  en  dési- 
gnant  par  T  la  fonction  inverse  de  c[).   La  méridienne  iniliale 
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devient  alors 

et   l'équation   de  la   suilace 

(17)  3:  =  e^'"  U'' (Rc-^'^'")  . 

34.  Ou  sait  que  les  familles  classiques  de  surfaces  dont 
l'équalion  g-énéraie  renfernie  une  íonction  arbitraire  peuvent 
étre  caractérisées  chacune  par  une  équation  diíTérentielle  par- 
tielle  unique  du  premier  ordre.  II  nous  est  aisé  de  forniuler 
celle  des  nautiloides. 

La  rclation  (17)  donne^  en  la  différentiant  par  rapport  ;i  R 

4^  g— Aoj  _  g-A(o  _  y^n  (R^— Aio^  ^ 


Cz 

ãR 


=  M^''(Hg-^^'^); 


cl  d'autre  part,  en  diíTérenliant  relativenicnt  à 


(O 


|i  -  Aí  =  -  AR  V  (Rê— ^'") , 
oco  ^ 

d'c)à    l'on    déduit 

Telle  est  l'équation  elierchée  (*). 

35.   II  est  lacile,   au  moveu  du  changenient   de  variables,  de 


(')  II  no  sauviíit  ôtre  quostion  d'élever  robjection  qu'uii  chaugemcnt  de 
cooiíiomiófs  relovuiit  Ic  plaii  horizontal,  aurait  pour  eHet  de  niodifier  le  se- 
cond  nieinbre  sans  chanfj^er  le  prcmior.  Vetta  aualysc  suppose  en  eflfet  es- 
sentiellenu'nt  que  le  piau  do  róquateur  passe  par  les  centres  de  similitude, 
et  ae  trouve  ainsi  absolument  determine. 


la  tiaiistriíe  dans  le  svsltMiie  rcttangiilairc 

[X  cos  a  —  y  sin  a) h  (x  sin  a  -+-  y  cos  a)  -^r-  =  z  cos  a  . 

On  peut  égalcment  écrirc,  eii  introduisant  la  lonj^itiide  (•) 


cx 


cos  to 


(to  -f  a) 


sin  (lo  -\-a)=  "  cos  a 

cy  R 


D'ail]eurs  les  (luantités  —  — , ^  leprésenlcnt  les  inver- 

1  1  z    cJO      z    cy       '^ 

ses  -  — ,   -TT-  des  sous-langeiítes  des  sections  faites  par  des  plans 

■  ' 

parai  lèles  aux   plans   verlicaux  de  coordonnées.  Nous  écrirons 

donc 

cos  (to  -\-  à)         sin  (u)  +  à)        cos  a 


Associons  (fig.  7)  aii  plan  nu-ridicii  /.O/í   dii  poiíil  N  de  la  sur- 

taoe,    la    scct)nde    face   ZO  V 

d'nn    dièdre    iminuable  a,    et 

prenons  sa  trace  étjualoriale 

OA    connne    axe    de    prf>je- 

ctions.    Cetle   dcrnière    rcla- 

tion  s'interprète  alors  de  la 

inanière  suivante: 

Dans  toule  surface  naiiti- 
loide,  la  projection  sur  Taxe 
ainsi  defini  de  Tinverse  du 
rayon  vecteur  On  est  Ia  som- 
nie  des  projections  des  in- 
vcrses  des  sous-tangenles  des 
sections  laites  par  deux  })lans 
niéridiensrectangulairestpiel- 
concjucs  (*). 

Menlionnons  encore  une  aurre  intei-prctation  de  l'cqualion 
dinérenlielle  |)arlielle.  La  droile  \\C  cpii  J'>i»>l  les  extrt^inilt^s  tles 
s(>us-lanj;eiites  nii,  «C  n'est  aulre  tpie  la  iraie  du  plan  tanj^etU 
en  N,   qiii  doit  contenir  toutes  les  tangentes  ;i   la  suiTacc.   Kn 


Fig.  7 


(i)  Car  ou  pcut  toujours  adopfer  des  plans  coordomirs  qui  lour  soient 
parallèles. 

VoL.  III  —  N."  1  3 


u 


appelanl  tf  runglf  que  lait  coite  droite  avec   la  paitie  positive 

de  Taxe  des  abscisses,  et  //   la    hanteur   /ill  dii    triangle  tiBC, 

nous  auroiis 

A  ^ 

S    -  S  = 


sincp  "  cos_ 

d'ou  par  eonséquent 

cos  ((O  +  a)  sin  cp  —  sin  (co  +  a)  cos  Ç  =  "S"  cos  a  , 

R     _  A h à 

í^oTa"  ^  siii[?p  — (oj  +  a)l  ~"  sin  (ADX  —  AOX)  ~  sin  OAD  ' 

Menons  ])ar  ?i  la  parallèle  ?iE  à  Taxe  OA.  il  nous  viendra 

On       _      nH 
cos  wOA      sin  TiEA 

ou  enlin,  en  élevant  <'n  //  la  perpendieulaire  7iV  au  rayon  ve- 
de u  r 

De  Ta  cet  énoncé: 

La  portion  de  Taxe  OA  qui  se  projelte  orlhogonaleinent  sur 
le  ravon  veclcur  On  est  éj^ale  ;t  la  dislance  de  ce  point  ?i  a  la 
trace  du  plan  tangent  en  IN  comptée  parallèlenient  à  cet  axe  OA. 

36.  On  envisage  d'ordinaire,  pour  les  faniilles  de  surfaces, 
deux  problènies  généraux,  qui  consistent  ii  Taire  passei'  uiie  sur- 
face  de  cettc  catégoric  par  une  courbe  donnée  ou  à  en  cir- 
conscrire  une  ;i  une  suriace  assignée.  Nous  pouvons  Iracer  Ia 
marche  |)ropre  ;i  résoudie  ces  queslions  en  ce  qui  concerne  les 
nauliloidcs. 

Pour  la  preuiière,  nous  coninicuccrons  pai'  raniener  les  équa- 
lioMs  (le  la  couihe  donnée  ;i   la  lornie 

z  =  Vi  (l\) ,         K  -  Vi  ((o) . 

La  prcniièic  est  celle  de  la  suriace  de  icvolution  qu'elle  dccri- 
lait  en  tournant  autour  de  l'axe  /.énitlial;  la  seconde  celle  du 
tvliiidre  <|ui  la  projelte  sur  le  plan  equatorial. 

\]\\  snhshtiiant  ces  valcurs  dans  Téipiation  générale  des  nau- 
liloidcs (  l(>).  il  vient 

F-.  (o,)  =  e^'"  c|>  ;^-A'"  .  K,  [F.  (ío)]  j  . 


:íí) 


Envisagcons  roniiiic  une  variahic  aiixiliaiiv  jj.  la  ()iianliu'-  suhor- 
donné  à  la  fíjnction  iiRoiinue  (h 

et  résolvons  cctte  relation  sous  la  ionne 

oj  ==  F3  (;j.)  , 
il  viendia 

ce  qui  determine  la  fonclion  qui  permettia  d'<''iiire  l'équation 
du  nautiloíde. 

37.   Proposons  nous  en  sccoiid  lieu  de  circonscrire  un  nau- 
tiloíde il  la  surface 

ri  9)  l\{]\,r,,,z)  =  0. 

En  leurs  divers  points   de   conlact,   les  cocfficicnts  difléronliéls 

cz       cz 

-^—  ,  — —  seront  les  ménies  pour  toutes   les  deux.    Or,  sni'  la 
cK       coj 

proposée,  ils  prennent  les  valeurs 


cFi 

Ki 

oz             cK 

íz 

Oto 

oK            6  El  ' 

CO) 

ôFi 

cz 

dz 

Pour  le  nautiloíde,   ils  doivenl  salislaire    ;i   l'équation   dideren- 
lielle  partielle  (18),  (jiii  deviendra  })ai'  cette  substitution 

\\  ^r—  -p  taiiff  a j-  z  —      =  O  . 

rPi  °      CO)  cz 

Nous  obtiendrons  ainsi,  en  joignant  cette  égalité  ;i    la  íbnnule 
(19),  les  deux  équations  de  la  eourbe  de  contact. 

II  suífit  dês  lors  de  la   prendre  coninie  directrice   pour  ren- 
trer  dans  les  condilions  du  problème  précédent  (>i°  30). 


§VI 

Plan  tangent 

38.  Reveiions  imilnlcnanl  aiix  surfaies  li  fionl  générateur  de 
(liictlrice  t'l.  (le  í;éiu'' rali  ice  quclcoiiques,  en  les  supposanl  en- 
core vectoriclles  et  (l'imlinais()n  IVoíílale  constante,  pour  nous 
prí>|)osei'  la  reclieiclie  <le  Icur  plan  lanj^ent.  Noiís  le  considére- 
jons  conjnie  determine  pai-  la  tangente  de  la  ligne  de  latitude 
constante,  et  pai"  cellc  de  la  génératrice.  Envisageons  successi- 
venient  ces  deux  droites. 

.le  rappelle  (N''  H)  que,  dans  ces  conditions,  la  ligne  de  lati- 
tude a  j)oni'  j)i()jection   c(|uatoriale  une  eourbe  semblable  ii  la 

directrice.    Le    rayon    ve- 

■  jí'  cteur  11=  On  de  cette  pro- 

^  /  ;   V- j  jeetion  (fig.  8)  reste  donc 

])roportionneI  a  r  =  OM, 
et  la  tangente  nt  íait  avec 
lui  un  angle  Ow/^^OMT. 
rsous  savons  d'après  cela 
construire  en  nt  la  proje- 
ction  de  la  tangente  de  la 
ligne  de  latitude. 

Nous  en  pouvons  égale- 
nient  déiei'niiner  la  trace 
/,  c'est-à-dire  la  sous-tan- 
gente  S  =  nt.  En  elVet  l'al- 
lilude  z  de  N  devient 
z-\-(/z  par  un  niouveinent 
élénientaiiT  anicnant  ee 
point  en  N'.  En  mènie 
lenips  ;■  et  U  ainpiièrent 
les  valeurs  rA-ih\  l\H-r/K. 
Pour  assurer  la  siuiilitnde  d'('nseinble,  ces  divers  accroisseni*ints 
doivent  se  rcgler  coníoi"niénient  aux  proportions 


ilz 


Or  la  sous-tangcntc  S  est  ilonnce  pai"  la  rclation 


nu 


{ 
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Mais   on    a    crini    autre    còté 

nn'         \\  (h 


MM'        r  '  ilr       T 

et  par  conséqucnt 

,      ..     MM'       R   /    MM' 

(20)  ^  =  R.___(r-^ 

Si  l'on  appello  T  la  lon^ueur  JM T  inteicepUe  sur  la  tangente  de 
la  directrice  par  la  perpendiculaire  élevée  \\  partir  du  pòle  sur 
son  rayon  vecteiir  OM,  elle  será  fournie  par  la  proportion 


II  vient  donc 


r 


Or  il  nous  suffit  d't''lever  en  O  la  perpendiculaire  Oí  sur  le 
rayon  vecteur  O/í  de  la  projeclion  n  pour  constiluer  en  Ont  un 
triangle  semblable  ;i  OMT.  Cest  par  conséquent  la  longueur 
nt  ainsi  interceptée  sur  la  tangente  qui  niesurera  la  sous-tan- 
gente  S,  et  fournira  en  t  la  trace  de  la  tangente  \\  la  trajectoire 
de  N  dans  l'espace  (^). 

Indépendaniment    de    cette   construction    géométrique,    nous 
possédons  égalenient  (20)  l'expression  analytique  de  cette  sous 


tangente  sous  la  forme 


(21)      s-V^+^^^^^v/^^ 


39.  Si  l'on  veut  déterniincr  le  lieii  géoinclri(jue  de  ccs  tra- 
ces t  pour  une  cònliclice,  il  sníHt  de  reinar<pier  (pie  le  rayon 
vecteur  i^t  reste  propoilioniiel  ;i  \\,  et  pai-  suite  ;i  z:  qu'en 
outre    il    est   séparé    de    cc    derniei-    par   1'angle  constant    MO/? 


(' )  Remarquons  à  cette  occasion  que  cette  construction  dcs  nnfçles  OMT, 
On<,  toua  égaux  entro  eux  pour  I('8  divers  points  ii  du  front  FF'  est  bieu 
conforme  à  la  loi  trouvée  ei-dessus  (N"  29)  pour  le  mouveuu  nt  instanlané 
d"unc  figure  qui  reste  semblable  à  elle-même. 


38 


ang^inciité  (l'ini  quadrant.  Ce  licii  est  donc  seinblable  ;i  la  dire- 
ctrice. 

On  peut  ex|)iini('r  aiiti-cinrnt  ce  resultai,  (^oncevons  en  eflel 
les  surlaces  dévclojjpables  (|iii  onl  poiír  ai'éles  de  i^ebrousse- 
ment  les  íliverses  1í<jih's  de  latitude  et  soiit  forinées  par  l'en- 
seuible  dos  laríí^entes  de  eliacune  d'e]les.  Ces  surfaces  auront 
toutes,  d*apiès  ee  qui  precede,  leur  trace  équatoriale  semblable 
li  la  directrice. 

40-  Euvisageons  en  secoud  lieu  la  tanjjente  N/'  de  la  géné- 
ratrice.  Elle  doit,  au  point  de  vue  grapbiíjue,  èlre  considérée 
conuue  directeiuent  connue. 

Nous  en  possédons  en  oulre  le  dt-terniination  analytique, 
d'après  le  valeur  S'  de  la  s()us-tan<;ente  nt'  tpfelle  inteirepte  sur 
Ia  trace  du  plan  de  fVont.   Elle  est  íournie  par  la  proportion 

Si  donc  nous  diílérenlioiís  Téíjuation  (I)  de  la  génératrice  entre 
^  et  z.  en  eonsidérunt  O  et  r  cojinne  des  paraniètres  constanls, 
]'()n  pourra  écrire 


(22)  ^'  =  ^/''(>) 


41.  Ea  trace  du  j)Ian  tangent  s'()btient  en  joignant  celles  des 
deux  tangentes  precedentes,  c'ast-ii-dire  en  tirant  li' .  La  figure 
(8)  devient  ainsi,  ;i  proprement  parler,  une  é|)ure,  três  élénien- 
taire,  de  groniétrie  descriptive,  avant  pour  ligne  de  lerre  la 
trace  du  IVont  VV  .  Ee  j)lan  langent  s'y  Irouve  represente,  sui- 
vant  le  niode  ordinaire,  |)ar  ses  deux  traces  11  et  l^S. 

Ea  norniale  le  será  de  son  cote  par  les  pcrpendiculaircs  /íB, 
M',  abaissées  des  projections  N,  n  du  point  tie  contact  sur  les 
trai«*s  du  plan. 

Nous  pouvons  e\])riuier  analvtiíjucnicnl  les  angles  //,  v  coni- 
pris  entre  les  traces  liori/.ontalc  et  verticale  du  plan  langent  et 
(  cllc  du  Iront;  ainsi  (juc  les  dièdies  H,  V*  (pie  loiínc  ce  dernier 
avei    les  piaus  de  l'é<pialeur  et  du  Ironl. 

Ou  a  eu  |>i(Mniei-  lieu  dans  \v  triangie  >/?^' 


langr--  ^^, 
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II  vient  eiisiiitc  daiis  le  triíinj^lc  ntt' 


sin  nt  t         sin  ntt 


c'est-a-tlire 


nt  n(. 


sin  //  =  —j  sin  [Mnt  —  />) 


Or  on  peut  écrire 

MnC  =  (-1-  -i^+  [i-  (^  -  <'^)j  =  Y  -  (^  -  ^'») ' 

et  par  conséquent 

S 
sin  à~^  cos  (6  —  ui-j-Zi) , 

S' 

—  sin  /^  =  cos  (S  —  ("))  cos  //  —  sin  (f)  —  o))  sin  //. . 

Mais  trailleurs 

sin  (d  —  wj        sin  OM/i 
Mn        ~       On 


sin  (6  —  (»)  =  -^  sin  / 


Nous  avons  donc  en  définitive 


V  U^  S  V  R- —  :;- sin^  2 

lany  /i  =  -- ^r       e     _     _     =  ^k  +"s^^inl  ~  ' 

Quant  aux  anglos  dièdres,  il  nous  vient  par  les  rorniules  de 
a  trigonométrie  spliérique  appliquces  au  trièdre  rcctangie  t'n^t 

tangr  ,,       tang/i 

tang  H  =      .     ■     ,  tangV-^      .         . 

^  sni  h  sni  v 


On  peut  d'ailleurs  ohtenir  cette  nièine  détenuination  d^iprès  les 
triangles  rectangles  í/t  tespace  D/iE,  iN/íB. 
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42.  Ces  diverses  formules  étaut  homogènes  par  rapport  a  des 
quanlilt-s  qiii  rcslent  clles-niòmes  proportionnelles  le  long  d'une 
mcine  trajectoirc  de  lalitude  constante,  on  voit  que  les  quatre 
angles  ainsi  dctenuinés  restcnl  de  leur  còté  invariables  sur  ce 
parconrs. 

l\eniarquons  notaininent  ({ue  le  ])lan  langent  conservant  une 
incliiiaison  constante  sur  l'hori/on,  enveloppe  le  \on^  de  cette 
trajectoiíe  une  surface-lalus,  tclle  que  les  conlreforts  géoloi^lques 
que  dessinent  les  anciens  éboulis  sur  le   (lane  des  niontagnes. 

43.  Si  l'»)n  se  donne  direetenient  les  uns  ou  les  autres  des 
quatre  angles  h,  v.  11,  V,  ou  pourra  eonslituer  ainsi  diflérents 
niodes  de  determina tion  du  plan  tangent  d'après  ces  diverses 
données.  Nous  possédons  leurs  valeurs  en  fonction  de  S,  S',  ç, 
R.  z.  Mais  nous  avons  d'ailleui's  en  fonclion  de  Q  celles  (21), 
(22),  de  S,  S',  ainsi  que  (1)  de  o 

Or  nous  pouvons  détermiuer,  pour  un  point  ]N(I\,  o,  X)  de 
la  surface,  le  point  M(r,  6)  de  la  directrice  par  lequel  passe  le 
plan  de  front  de  N.  En  d'autres  teruies,  nous  avons  ;i  évaluer  b 
en  í(>iu'lion  de  R,  (o,  /.. 

I.e  triangle  MO/?  nous  donne  à  cei  efíet 


siu  MOw 


Mn 


sin  OM/i 


sin  {O 


>)  =  ^ 


sin  i        .  , 


et  par  consc(juent ; 


\\  siu(6i  — o))  =  sin?".F(6i)/' 


\\f) 


éípialion  ;»  rt^soudre  dans  chaque  cas  par  rapport  à  6,  lorsque 
seront  spéciíiées  les  tonctions  Y  et  /'. 

44.  Nous  pouvons  linaleuu'nl  icprcsenter  le  plan  tangent 
par  son  équatíon  en  coordonnées  rectangulaires  X,  "N  ,  /.  Nous 
le  considf-rcrons  \\  vv\  clVct  conunc  drteruiiiu'  pai'  les  Irois  poinls 
N.  /,  /'. 

.•'iippcilc  ./'i,  //i ;  ./•.,,  ij.y  les  coordonnées  <le  ees  deux  traces 
dans  le  jtLoi  equaiorial.  Le  droilc  //'  aura  pt)Ui-  équation 


(^  —  yi)  {x.  —  JCl)  -   (X  —  j:\)  (t/..  —  yi)  . 


Celle  (lu  plan  lui-inèinc  scra  donc  de  la  forme 

(Y  —  yi)  ( JF,  —  J^i)  —  (X  —  ^i)  (y^  —  l/l)  =  mZ  , 

et  le  coefficieiít  iiiconiui  //i  se  détermiiiera  en  obligcanL  ce  plan 
à  passer  par  N,  ce  qiii  donnc 

(y — y  i)  i^-i  —  ^0  —  (X  —  j^i)  {>j->  -!/:)  =  'fiz . 

En  divisant  membie  ii  niembre.  nous  obtitndrons  donc  l'équa- 
tion  du  plan  tangent.  II  suffit  par  conséqucnt  de  connaitre  les 
quatre  coordonnées  jri,  yi;  x.,,  y.,. 
On  a  poiír  le  point  t 

xi  =  Ot  cos  tO\  =  On  tang  Ont  sin  nOA  , 
yi  =  0/  sin  ^OA  =  On  tang  Ont  cos  /lOA  . 

Mais  Tangle  Ont  que  coniprennent  la  tangente  et  le  rayon  ve- 
cteur  est  le  niènie  j)Our  les  deiix  courbes  seinblables  («)  et  (M) 
(N°  8).  II  vienl  donc 

F 


tang  Ont  —  ^^  , 


et  par  conséquent 


Nous  avons  d'aulre  })art  en  ce  qui  concerne  le  point  t' 

JTj  ==  R  cos  (O  +  S'  cos  (6  —  i)  :==  jc  -f  zf  (  ~\  cos  (É»  —  t)  , 
y.,  -=  R  sin  0)  +  S'  sin  {6  —  t)=t/  +  zf  (^\  sin  (6  —  i)  . 

On  i-emplacera  d  ainsi  qii'il  vient  d'ctre  dit  (N°  43),  et  Ton 
aura,  entre  les  coordonnées  X,  ^  ,  /,  l'»'-(niation  tlu  plan  lan- 
gent  au  point  (jr,  y.  z). 

45.  C-ette  tlicorie  convient  en  parliculier  ;i  la  ("aniille  dcs  nau- 
liloídes  de  généralrice  (pielcoiupic  II  s'oj)rre  alors  qnclípies 
simplifications. 

Les  projeclions  dcs   trajectoircs,   cpic   nous    savons   ctre   toii- 
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jours  seinl)lables  à  la  diiectrice,  lui  deviennent  maintenant  éga- 
les,  avcc  (les  déviations  va)i«''e.s.  Lu  soiis-tangenle  de  cette 
cònhélice  est  alors  rgale  li  1'arc  de  la  spirale  logaridunique  qui 
en  est  la  projectioíi,  tomptc  ii  partir  dii  pòle.  Les  traces  des 
surfaces-talus  circonscrites  au  naiitiloífle  suivant  ses  cònhélices 
sont  elles-inònies  des  spirales  loi^arithiniques  égales  mais  déviées. 


§  VII 
Nautile  à  front  normal 

46-  Le  nautile  que  nous  avons  étudié  en  délail  (§  III),  pre- 
sente sa  seclion  circidaire  dans  le  plan  niéridien.  Pour  nbtenir 
un  lype  convenablenient  rapproché  du  genre  Nauliius,  tel  que 
nous  Podre  la  eonchyliolof^ie,  cette  solutiun  peut  avoir  quelque 
inlérét  si  l'angle  a  est  suffisamnient  voisin  du  quadrant,  c'est-à- 
dire  la  spirale  loi^arilhinique  assez  /ente.  Mais  a  coup  súr  l'assi- 
niilation  échouerait  avec  une  directrice  rapu/e.  Celte  preniière 
solution  reste  tlonc  enlachce  d'une  certaine  insuffisance. 

Pour  nous  en  alVrauchir  nettenient,  nous  substituerons  ii  la 
condition  du  front  niciidien  (?  =  0)  celle  du  front  normal 

Dans  ce  but,  nous  conimencerons  par  reprendre,  avec  cette 
nouvelle  dctermination  de  /,  une  entière  gcncialitc,  c'est-;i-dire 
une  directrice  F,  une  géncratrice  /",  et  une  loi  de  similitude  cp 
arbitraiies. 

47.   La  position  normalc  nous  donne 

F' 

tang  I  =  cot  rt  =  -—  . 
F 

L'c(pialion  (•>)  de  Ia  Irace  du  front  devient  donc 

]\  sir»  ((O  —  d)  cos  /  -f-  cos  (d)  —  d)  sin  ?']  —  F  sin  i  , 

ou,  en  reuq)ia<  ani  sin/  et  cos;  par  les  quantilcs  proporlion- 
nelles  F'  et  F 

(23)  l{  [F  sin  ((.)  -  d)  +  F'  cos  ((o  -  df  =  FF' . 
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D'aiitre  part  la  relation  (3)  prend  la  forme 

(24)  R.  =  F'^  +  ^HÍL=^(-^"-^i)  4-.Y-^  í^^-±)  . 

^  /F-2  +  F'"^    \       ?       /  \       ?       / 

II  n'y  ama  dès  lors,  pour  obtenir  en  R,  co,  X,  réqualioii  de 
la  surface  qu'a  éliinlner  entre  ces  deux  formules  Ic  paramètre  d 
compris  sous  les  symboles  F  et  cp. 

48.  Considérons  comme  application  Vanncau  vnriable  engen- 
dre par  une  génératrice  (^uelconque  f  avec  une  loi  de  simílilude 
également  arbitraire  ,p  lorsque  la  directrice  est  un  cercie  pas- 
sant  par  le  pòle 

r  =■  cos  6  . 
La  relation  (23)  nous  donne  alors 

R  [sin  (o)  —  0)  cos  O  —  cos  (o)  —  6)  sin  6]  ^  —  sin  d  cos  Q  , 

Rsin(o3-2Ô)  =  — ^sin2Ô, 

R  (sin  (O  cos  29  —  cos  (o  sin  26)  +  -^  sin  29=0, 
1 


í  R  cos  oj  ~  -çt]  tíing  26  =  U  sin  w  , 

^       1  /      2Rsino) 

u  =  -r  are  tang 


2  ''V2Rcos(o— 1 

D'autre  part  la  formule  (2'j)  devient 


R2^cos2ôí(+2'f(6)/' 


R  tang  >. 


(»J 


L'élimination  se  trouve  donc  faite  utic  lois  pour  toutes,  dans 
ces  condilions  de  complete  généralité,  par  la  subslilution  de  la 
valeur  precedente  de  6('). 


(')  11  est  essenticl  de  ne  pas  confondie  cet  aniieau  variable  à  front 
normal  avec  ranneau  vaiiabhi  à  íVoíit  mr.ridien  f[»e  iioiis  obtieiulrions  cu 
remplaçant,  daus  l'('!qiiatiou  griHTalc  (S),  Ic  symbolc  F(i'))  par  coam. 
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49.   Anivons,   comine  sccoiidc  applicalion,    aii   nuulile  a    h- 
clion  normale  cinulaire,  eii  supposant  a  constaiit. 
L't'quation  (23)  de  la  Irace  dii  front  devienl  alors 


(25) 


R  cos  (6  —  (I)  -|-  </)  =  í      cos  a 


La  géiK-ratrice  devenue  un  cercie  de  rayoii  Kr  scra  représentée 
par  la  formule 


(26)  ?  =  V'  BV-^  -  í2  ==  V/b2,2A0  _  R2  ta„g2  x  . 

La  rclalion  (24)  nous  donne  d'après  cela 

IV2  =  ,-'A0  +  (B-2,2A0  _  }^2  tang2  X)  4.  -2, AO  ,j,^  ,^  /S^AO.  1^2  tang^X, 

Rá ( 1  +  tang* Xj -  (02  +  í ) /^^O  _  ^^^"^'^  sina  V '  R V ^0  _  r2  tang^  X  , 

1^^-  (B^  4-  l),2Arn2_  ^^2AfJ  ,i,j2  ^  (B^e^AO  __  5^2  ta„g2  x)  ^ 

ou  en  développant 

[(B2+l)--2-iB2siri2a]e-^-^^ 


-^^ 5-r^ —  —  4  R-  sm-  a  tan"-  A 

cos'  /.  " 


cos*X 


c'est-li-dire 


(B*  +  2B--^  cos  2a  +  1)  ('tj2^}l\ 


-  2  [32  -L  1  -  ( I  -  cos  2fl)  sin« "/.] 


e^^  cos  X 


+  1  =0. 


Pour  sinipliíicr,  représentons  par  t-  la  constante 

(2 7 )  c^  =  B*  +  2 B'^  cos  2a  +  1  , 

(|ui  nc  (Icpcnd  tpic  de  A  et  B,  c'est-;i-din'  a  et  h.  Fmplovons 
íle  nièine  Tabrcviation  A  pour  dcsií^ner  la  íbnclion  de  la  lati- 
tude L  qui  lorme  le  second  cocíiicicnl  de  Prrpialion  bicarrée 


(28) 


A  =  sin-  /.  cos  2a  -j   cos-  X  -f  sin-  h ; 


relle  dernière  prciul  alors  la  forme  três  simple 

c^  /f^>llA'_  ,,A  (^--pl")~  1=0, 
et  doune  par  sa  résolulidii 

c'e.st-;i-(lire 


R 


Afj         -.  

ce      CO?,  L         ' 


W 


/a±  t/A^-c-^ 


Or  il  arrive  précisément  que  ces  radicaux  superposés  rcmplis- 
sent  la  condilion  qui  rend  possihle  leur  déconiposilion  eri  radi- 
caux  simples 

Mi 
c  V2cos>. 


K 


/a  +  c  ±  V^A  — • 


í". 


On  en  déduit  pour  cxpriíiier,   soit  r,   soit  6,  los  dcux  formules 


p^  ^ '=ic  cos  L 


f29)        e=--lang«Log 


K 


V^  2  c  cos  K 


(V/A  +  Í-+  /A-f) 


11  sufílt  maitUenant  de  les  subslituer  dans  la  relatioii  (2õ).  en 
restitiiatít  en  nième  temps  aux  abréviations  A  et  c  leurs  signifi- 
cations  irspeclives  (28)  et  (27).  poiíi-  obteiiir,  entre  R,  co,  >., 
l'é(piation  du  naulilt  a  front  normal  circulaire. 

50-  En  y  faisaut  o)=^0,  on  oblientlia  entre  II  et/.,  ou  K  et  z, 
l'«''(piation  de  ia  courbe  eapable  d'eng;endrer  ce  mème  nautile 
eonnne  surface  nautiloíde  }i  fro7it  miridien  (N"  32). 

Si  l'on  roupe  au  contraire  par  un  cone  de  lalitude,  I.  devient 
constante,  ainsi  (|uc  A.  L'exponentielle  est  alors  proportionnelle 
il  li,  ((ui  disparait  de  l'é({uation  (20);  mais  il  repaiait  par  la 
substitution  de  la  valeur  (29)  de  6.  La  formule  exprime  alors 
(fue  0)  est,  sauf  une  constante,  éijal  ;i  LogR,  ce  (pii  est  l'é([ua- 
tion  de  la  spirale  logarilbmique.  Nous  savons  en  eííet  (|ue  telle 
est  la  projection  de  la  cònbélice. 


4() 


Nous  ol)irn()ns  dv  j)liis  Ics  «onditions  de  Ja  ivalilé  do  ccllc 
inlersection.  II  nous  liuit  en  cllot  poser,  pour  assurer  celle  du 
second  radical 

A  >  .  , 

c'est-ii-diie 

sin-  L  cos  2a  -\-  cos2  K  -f  B*  —  c  >  O  . 

Si  le  cònc  de  latitude  coniiuence  par  ètre  três  ouvert  dans  le 
voisinage  de  1'équateur,  K  s'écarte  peu  de  90  degrcs,  et  cette 
ex|)ression  de 

cos2ff  +  B-  — c, 

quantilí'  ncgative.  On  a  en  eílet 

(cos  2a  +  ir-)2  =  B*  +  2B2  cos  2«  +  cos^  2«  , 
í.2_B^  +  2B2cos2a+ 1  , 

et  ce  dernier  résultat  est  supérieur  au  préccdent.  II  faut  donc 
que  K  reste  inlV-rieuie  ;i  la  latitude  limite  X,,  capable  d'annuler 
l'e.\pression  ci-dessus 

sin2  Xy  cos  2«  +  cos2  /.„  -f  B^  —  t'  =  O  , 


/      1+B--Í  — f 


Celte  valcur  fiiurniia  r((|uation  dv  la  cònliclice  de  coiilacl  avec 
le  cone  limite;  la(|uelle  se  dcdouble  ensuite  en  deux  autres 
pour  dcs  latitudes  moindres. 

51.  Si  Ton  remplaçait  z  par  viz  dans  rc(|ualion  (2(i)  du 
ccrcie  générateur  et  dans  la  suite  du  calcui,  on  obtiendrait  de 
níème  Tcíjuation  de  la  suríace  nauliloide  à  jront  normal  elli- 
l>ti(jui';  tyj)c  dont  se  jap])ii)clicnt  dans  la  nature  lossilc  certaines 
auunonitcs. 

(A  sniv7'e.) 


MOLLUSQUES  TERRESTRES  DU  PORTUGAL 


PAR 


Augusto  Nobre 


I 

MONOGRAPIUE  DES  FAMII.LES  PUPIDjE  ET  STENOGYniDM  {^) 


Fam.  IV  — PUPIDíE 

Les  aniniaux  de  cctle  faniillc  ont,  a  peu  piès,  la  loniie  de  la 
lamille  precedente,  \ Hilicuhv..  I.e  corps  est  plus  ou  nioins  long, 
toujoms  pointii  à  rextréniité  caudale  et.  plus  oti  nioins  tronqué 
à  Tavant.  La  màclioire  est  lisse  ou  íinenient  sliiéc  et  la  radule 
constiluée  par  une  dent  centrale  Iricuspidée,  identique  aux 
dents  latéralcs;  dents  maiginales  Iransverses  três  eourtes  et 
denlieulées.  La  coquille  a  une  lonne  allon^ée  ou  courte,  (  ylin- 
drique  ou  plus  ou  nioins  coniqne,  avec  nonibreux  tours  de 
spire  et  à  ouverture  arrondie  ou  subquadrangulaire  parfois,  por- 
tant  des  denis  ou  ))Iis. 

La  íaniille  des  Pupidie  qui  vivent  en  Portugal  se  compose  de 
cinq  genres : 

Coquille  oblongue  coniqne,  dextre  perforée,  à  péristome  ré- 
Héchi,  tranchant,  ouverture  ovale-allongée,  sans  dents 
ni  plis  G.  Buliminus. 


(>)  L'introduction  à  ce  mémoire  será  publiée  avec  la  dernière  mono- 
grapbie. 


is 


Coquille  peu  allongée,  coiiique  ou  courte,  cylindracéc,  dox- 
tie.  perforée,  avec  une  ou  plu8Íeuis  dents  à  rouveituro. 
Animal  avec  deux  tentacult-s  suptiieurs  et  deux  infé- 
rieurs  G.  Pupa. 

Coquilie  cylindracéc,  petite,  peu  conique,  perforée,  dextre, 
sans  dents  ou  avec  plusiours  dents  à  louverture.  Ani- 
nnil  seulement  avec  deux  tentacules  supérieurs  G.  Vertigo. 

Coquilie  allongée,  fusiforme.  srnestre.  perforée.  fragile.  fai- 
blement  striée.  péristome  tranchant,  ouverture  sans  dents 
ni  plis  G.  Balea. 

Coquilie  assez  allongée.  fusiforme,  sénestre,  perforée,  épaisse, 
fortement  striée,  péristome  borde,  ouverture  petite  avec 
des  plis,  et  un  claiisiliimi,  plaque  mobile  qui  obture  Tin- 
térieur  du  dernier  tour  G.  Clausilia. 


G.  Buliminus  Ehrenberg 
(>e  genrc  coinprcnd  une  seule  espèce. 


Buliminus  obscurus,  Miiller 
PI.  I  —  Fig.  1  et  2 

Hflix  obscura ,  Miiller.  —  Linné,  Svst.  Nat.,  éd.  Gnielin,  9.^, 
p.  ',>08  (1794). 

Bulimus  ohscuius,  Aluller,  —  Drap.,  Ili.si.  iMoll.,  p.  74,  pi.  4, 
f.  n  (1805)  — Ros.siuassler,  Iconoj^r.,  5s  p.  iti,  pi.  28,  í".  3815 
(1887)  — Moirlet,  Moll.  Portu-al,  p.  73  (1845)  —  Graells,  Cat. 
IVIoI.  Ksjjana,  ]).  7  (18i(!)  —  Gassics,  iNIoil.  Agenais,  p.  112 
(1849)— Dupuy,  llist.  Moll.,  p,  318,  pi.  15.  f.  6  (18 i9)  — 
Ueeve.  Condi,  icon.,  V.  pi.  87,  f.  Gi7  (18  Í9)  —  Moípiin-Tan- 
(lon,  Moll.  France,  2^  p.  291,  pi.  21,  f.  5-10  (1855)  —  Ilidalgo, 
Cat.  icono^n-.,  p.  183  (1875)  —  Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.  lO 
(1 88(1)  — Locarei,  Coneliyl.  porU,  p.  13Õ  (1899). 

Animal  assez  petit,  crun  brun  roussntrc  ou  prcsque  noir,  sur 
le  cou  et  la  lète,  plus  clair  sur  les  ílancs  et  le  pied  et  pigmente 
de  noir;  pied  sillonné  par  des  ligues  verticales;  Ironqué  à  la 
])artie  anléiicure,  laigc  et  lerniiné  postérieurenient  eu  pointe; 
lenlaciilcs  supérieurs  longs,  rugueux,  avec  le  globe  oeulaire  un 
peu  (lilalé;  tentacules  iníérieurs  d'un  quai"t  de  la  longueur  to- 
lale  des  supérieurs,  mamelonnés-,  liaut.  5  à  (»  m.ni.:  diam. 
2  ui.ui.  l/animal  marche  avec  la  co(piille  asse/  liaule  et  un  peu 
iucliiiée  sur  le  cnlé  droil. 

Cotpiille  turriculée,  oblongue,  conique,  peu  solide,  comme 
veloutée  et  :i  peine  luisanle  au  sommei;  s|)ire  composée  de  six 
lours  un  peu  convexes,  décroissant  rapidemcnt  en  diamètre  de 
la  régiou  moycnne  vers  le  Sonimet;  surface  de  Ia  coquilie  ornée 


i  it 


(If  sírios  tivs  liiios,  noiíibrciiscs  cl  livs  ()!)lit|ii('s;  suiiii(>  iisse/ 
prolonde:  (uivcrlure  ovalo  ailongóe,  parlois  pro.s(|iic  siilxjiia- 
drangulaire:  un  peii  obliquo;  jK-ristonie  inlorronipu  à  la  partie 
supérieure,  rófióolii  et  asso/,  miiico;  oavité  ombilioalo  asse/  étroile 
et  reoouvorle  par  le  bord  ooluinollairo;  ooiilour  brunàli-e  uiú- 
forine;  labro  blancbàlre.  Long;.  í)-l  1   ni.ni,;  diam.  2-o  in.in. 

Hab.  Traz-ox- Montes.  Environs  de  Bragança,  rare  (Morelet). 
Biagauça,  prós  dos  niurailles  du  ohateàu;  Macedo  de  Caval- 
leiros  (Nobre). 

Douro.  Coindjra  (Aguiar,  llosa  do  Carvalho,  Nobre,  Castro). 
Condeixa,  Fonte  dos  Amores  iC^oll.  Mus.  Lisbonnoj. 

Extremadura.  Thoniar  (Nobi'e). 

Jlgarve.  Serra  de  'Monobicpie  ((^oll.  Mus.  Porto);  assczoonniuiin. 

Vit  sous  les  pierres  et  los  détritus  végétaux  et  sur  les  mous- 
ses luimides. 


G.  Pupa,  Draparnaud 
Ce  genro  oomprond  ([iiairo  ospòoos. 


Coquille  cylindra- 
cée-ovalaire.  tra- 
pue.  péristoino 
plus  ou  moins  ('• 
paiãsi,  avec  une 
seule  dent  à  Tou- 
verture 


Soe. 
Torquilla 


Plus  loDguc  íjue  ()  m.in., 
stries  épaisses.  deux 
dents  à  la  partie  supé- 
rieure de  louverture. 
qiiatre  daiis  la  face 
interne  dont  la  supi'-- 
rieure  três  réduite 


Coquille  conique,  fu- 
sitbrme,  allongée, 
avec  plusieurs 
dents  à  Touver- 
ture 


IPlus  courte  que  G  m.m., 
stries  fines,  une  dent  à 
Ia  partie  supérieure  de 
i  Touverture,  trois  ou 
\     quatre  à  la  face  interne 

/Coquille  ovale  cylindra- 
cée.  soniinet  acuminé, 
ouverture  Mllongéc,uiie 
dent,  rècourbée.  ;i  la  ba- 
se du  dernier  tour  et  à 
iinscrtion  du  péristo- 
nie  qui  est  três  réfléchi 

Pupilla  '/,       .,,  1         1-    1 

'  jCoquille    ovale-cyhndra- 

cée.  sominet  obtus,  ou- 
verture petite,  arron- 
die,  une  dent  conique 
et  petite  au  niilieu  de 
la  base  du  dernier  tour, 
péristome  peu  réflcchi 


Sec. 


P.  avenacea, 
Brug.,  var.  l.u- 
úlnnica,  lioss. 


P.  granam, 
Drap. 


P.  umbilicata, 
Drap. 


VoL.  III  —  N.°  1 


P.  muscorum, 
Lin. 

4 
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Sec.  Torquilla,  Studer 

Pupa  avenacea,  Bruf,niière 

Var.  Luzitanica,  Rossmâssler 
PI.  I  —  Fig.  3.  4 

Pujxi  avenacea,  Briii^^.,  EikvcI.  nuHli.,  XI,  2^,  p.  355  (1792). 
Pupa    avena,    DrapaViiaud/Tahl.    Moll.,    p.    59   íl.SOl),   Hist. 

iMoii.,  p,  r.i,  pi.  :;,  r.  í7-í.s  (iH(t5j. 

Pui)a  secale,  Diapaniaiid.  —  IMorcU-l.  Moll.  de  Poilui^al,  p.  74 
(I8Í5)  — Uévision,  iMoll.  Porlui^al,  p.  2i7  (1877)  —  Hidalgo, 
Cat.  ioon.,  p.  210  (1875) —  Luso,  Moll.  Portu-al,  p.  (;3  (1872) 
—  Nobre,  IMoll.  de  Coimbra,  p.   11   (1880). 

Pupa  Luzitanica.  —  Uo.ssmiissler,  Iconoj^r.,  3^,  p.  105,  pi.  84, 
f.  !)35  (1859)  — Hidalgo,  Cat.  icon.,  p.  2í5  (1875)  —  Locard, 
Comiiyl.  port.,  p.   1  í7  (1899). 

Pupa  avenacea,  var.  Luzitanica. —  Albers,  Dic  llclic,  ]).  288 
(185i)  (ide  I.ocard. 

Animal  asse/.  ))elit,  (rime  ("oídciir  d'ardoise  íoiu-ée  siir  la  lètc 
et  le  cou,  plus  clair  siir  les  ílancs;  tentacules  siipérieurs  \\\\  |)eu 
loiíf^^s,  à  globes  oculaiies  asse/,  dilates;  inléiiems  assez  eourts 
inamelonnés;   pied  étroil  et  eoiiiípKí  à   rextremité  postérieure. 

Coquille  eonique  fiisilormc,  alloniíéc,  assez  épaissie;  spire 
composéc  de  sept  tours  uii  peu  bombés,  le  deinier  d'uii  tiers 
aii  plus  de  ia  loni^iieiir  totale;  siirlace  ornée  de  sli-ies  assez 
Ibrtes,  inelinées  el  parlois  lle.xueiises;  suture  |U"olonde;  ouver- 
ture ovale-allonf^ée,  subípiadrangulaiie,  ])ortant  deu.v  dents  à  la 
partic  supérieure,  doiit  Pune  plus  su])erficielle  toucbant  le  bord 
(bi  labre  el  Tautre  plus  j)etite  et  phuée  j)lus  à  riiitéiieur;  deux 
plis  a  Ia  columelle,  le  sujiérieur  ])lus  lonj^  que  riuféiicur  et 
irois  autres,  longs,  placés  dans  riutérieur  du  oòté  inférieur  et 
droit  du  labie  et  uu  autre  plus  pelit,  à  rextremité  supérieure; 
ptrislome  interron)|)u  sur  la  partie  inférieure  du  deruier  tour, 
éj)aissi  et  uu  peu  rélléclii,  traiubaut;  eavité  oiubilieale  étroite 
et  oblique;  coulcur  brun  loneé,  uniforme,  à  Texeeption  de  la 
base,  prés  de  Touverture  (pti  est  blancliAtre  avee  deux  ou  trois 
/ones  élroitcs  et  loneées;  périslome  et  plis  blancbaties ;  long. 
8  m.m.,  diam.  2  *  2  a  3  n).m. 

Hab.  Douro.  (,ondeixa  (Luso,  A.  Giraldcs,  A.  Moller,  Coll. 
IMus.  Lisbonne\  (^(umbra  (Castro). 

Eilremaduru.    Lisbouue,    Cintra,    Serra   d'Arrabida,    sur    les 
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rochers  iMorcIot);  Loures,  Sena  de  MoiisaiUo  (CasrroV.  (!am- 
politlc,  coiilrc  Ics  iiiiirs  de  ra(|iie(luc  das  Ai;iias  Livres  (Nobre). 

Serra  d'Arrabi(1a.  (>\  eUvit.sch,  Coll.  iMiis,  Lisbonne).  Cintra 
(CoU.  Mus.  Lisbonne).  Alcobaça,  rocbers  en  íace  du  Poço  do 
Suão  (Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Assez  ooniniune  ;i  Condeixa  et  Campolide. 

La  diajjnose  de  cette  espèce  est  íaile  d'après  les  exemplaires 
que  j'ai  recueillis  a  Campolide,  prés  Lisbonne. 

Morelet  a  indique  d'abord  cette  espèce  sons  le  nom  de  seca/e 
et  plus  tard,  dans  la  révision  de  son  ti-avail  (.lt)urnal  de  Con- 
cliyliologie,  LS"")  il  a  écrit  «sous  le  nom  de  .seta/e,  j'ai  mentionné 
moi-mènie,  une  espèce  qui  parlicipe  a  la  íbis  de  Vavenacea  et 
du  secale,  sans  répondre  exactement  ni  à  i'un  ni  à  Tautre,  mais 
qui  est  oertainement  le  lusitanua,  de  Rossmiissler». 

Albers  a  considere  cette  forme  comme  une  sim|)lcs  variélé 
de  V avenacea,  et  Moquin- Tandon  donne  pour  Wivnuuca  une  lon- 
gueur  totale  de  ()-8  m.m.,  tpii  est  aussi  le  |)lus  grand  dévelop- 
pement  que  nous  avons  trouvé  cliez  les  exemplaires   portuj^ais. 

l*our  loutes  ces  raisons  je  considere,  comníe  Albers,  la  forme 
portugaise  comme  une  variété  mériflionale  de  Vavenacea,  dont 
elle  iie  diífèie  que  par  des  caiactèies  dillérenliels  peu  inqjor- 
tanls:  les  plis  et  les  dents  ])lus  dcveloppées,  les  stries  plus 
íbrtes  et  les  dimensions  un  peu  plus  i;randes. 

On  doix  rcmarquer  toutcfois  que,  dans  le  pli  que  Ton  trouve 
à  Tinsertion  du  périslome,  on  obscive,  clie/.  queUpies  exem- 
plaires, un  commencement  de  bipartition  comme  celle  que  Ton 
voit  sur  la  fig'.  h  de  la  plancbe  I  et  que  par  ce  caiactère  ils 
s'approcbent  de  la  saale,  (pii,  du  reste,  est  bien  procliaine  de 
Tespèce  en  question,  premièrement  décrite  pai"  liruguière. 

En  comjiarant  les  exemplaires  portugais  avec  d'autres  prove- 
nant  de  la  l"'rance,  de  la  Suisse,  tie  rAllemagne  et  de  la  Suède, 
les  diíTérences  ci-dessus  indi(piées  sont  toujours  constantes. 

Pour  ce  qui  se  rappoile  aux  dents  du  boi'd  droit  leur  nom- 
bre  est  de  quatre,  bien  que  cliez  Vavenacea  on  liouve  parfois 
des  exemplaires  avec  trois  seulement.  Le  ípialiiènie  est  génèra- 
lement  réduit  à  un  petit  manielon. 

Locai'd  cite  mon  nom  à  propôs  des  Pupa  Fa/inesí,  des  Mou- 
lins  et  P.  pi/reneana,  Baubée,  recueillies  ii  Setubil.  .Pai  fait 
cette  citation(')  d'après  le  mémoire  de  M.  Ilidalgo,  Hofas  ma- 
lacologicas,   ou    Toa    trouve    le    résultat   des    récoltes  de  Paz   y 


(»)  Moll.  bagsin  Tage  et  Sado,  p.  128  (1886). 
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Mfiiibiclla  liiilcs  cii  iN)iHij;al.  .\v  n'ai  |)U  Houver  ;i  ScLubal  aiicunc 
de  CCS  espcces  cr  jc  nc  sais  si  cllcs  se  irouvent  cn  l»orlii{íal. 

Locard  indique  aussi  les  Pufu  Bruuni,  recueillie  ;i  Leiria, 
comine  lavait  íait  Hidali^o  anparavant  (loo.  cit.),  et  encore  Ic 
Pupa  ringens,  Caillaud,  d'aprcs  .leflVeys  et  IMorelet.  Je  njc  borne 
à  enre{,Mster  ces  cilalinns,  sans  discuter  la  valeur  de  quelques 
unes  de  ces  espèces,  dans  le  hut  dappeler  Tattention  des  nalu- 
ralisles  jioiíi'  des   reclierclies  niimicienses. 

Pupa  granum,  Drajiarnand 
PI.  I—  Fig.  <; 

Piijxi  iii(tnuiii.  Draparnaiid,  lahl.  .Mull.,  p.  l.")(>  (1801)  — 
llist.  Moll.,  p.  i;:;,  pi.  o,  1".  í5-i(;  (ISO."))—  liossuiilssler.  Ico- 
nogr..  :)S  p.  li,  pi.  2:'.,  1".  a-2'2  ( 1S37)  — Morelet,  Moll.  Porlu- 
oal,  p.  74  (18Í0)  — Dupiiy,  llisi.  iMoll.,  p.  396,  pi.  19,  f.  10 
(1850)  — Moqnin-Tandon,  íMoll.  Krance.  '2^  p.  370,  pi.  2(5, 
p.  3Í-38  (18Ò.S1  —  Hourgiiignat,  Alalac.  Ali;éric-,  p.  84,  pi.  6, 
f.  1-3  (18(;ij  —  Hidali;;(),  Cat.  iconoi^r.,  p.  2  1  õ  (1875) — Luso, 
Moll.  Portugal,  p.  63  (1872)  — Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.  11 
(1886). 

Pupo  iiianiformh,  Locard  miou  Drap.),  Conclivl.  port.,  p.  150 
(1899).  ' 

Vninial  assez  petit,  d'un  <;ris  ou  brun  Huicé  plus  clair  aux 
flancs  et  au  pied,  qui  est  ti"onqué  antéiieurement  et  poinlu  en 
arrière,  tentacules  supérieurs  prcsque  eylindriques,  assez  longs; 
tentacules  inférieurs  trvs  ])elils  et  coniipies. 

Coípiille  coniípie  íusiiorme,  allouí,H''e,  IVagilc,  un  peu  transpa- 
rente, cornée,  spire  ornée  de  stries  liès  (ines,  obliques  et  légè- 
rement  ai(p>ées;  suture  y)r()ronde;  ouverlui"e  oYale-all<»ngée  avec 
uiic  dcnt  íamellilormc  ii  la  j)arlic  supéricure;  deu\  a  la  colu- 
ui(>llc,  doul  1'inlerieur  Ires  ii  rintérieur,  et  trois  assez  lon{;s  et 
j)roí'onds;  périslome  sim|)les  peu  réOéclii,  iiiteri"onqMi  sur  la 
base  du  dernier  tour;  coluiuelle  pres(pie  droile;  cavilé  ombili- 
cale  étroile ;  couleur  légcreuicnt  cornée,  brunàire,  liauteui" 
i   mm.,  (liam.   1  ' -j  a   1  -^4  ni.m. 

Ilab.  Douro.  (>ovelIo,  pr.  Porto  (Luso). 

Exlrcmndura.  Leiria  (Luso).  Coimbra  (Uosa  de  Carvalho). 
Seira  d'Arrabida  (Nobre). 

Ali^aivc.  (À)llines  au  nord  de  Tavira  (Morclet);  Faro,  Estoy 
(Castro). 

Celte  espècc  n'est  pas  rare  aux  enviíons  de  Setúbal,  prés 
du  cliiUeau  de  S.  Philippe,  paiini  les   plantes  cl  sous  les  píer- 


res.  Elle  se  clisliiig;ue  |jai'  sa  forme  lusilonne  et  par  ses  tliinen- 
sions  inférieiíres  n  celles  de  Vavenacea. 

Chez  les  exemplaires  que  nous  avons  lecueillis  noiís  n'avons 
trouvé  généraleineiit  que  trois  plis  à  riiitérieur  de  Touverture 
et,  jiarlois.  uu  qualriènie  réduit  ;i  un  pelit  iiuinielon.  L(!  [)Ii 
iníéiieur  de  la  coluuielle  ne  se  disliiií;ue  lacilenieut  ([u'eii  lai- 
sant  tourner  la  cocjuille  de  facou  ;i  laisser  apercevoir  hien  la 
face  interne  de  la  colunielle.  La  diaí^^nose  de  Draparnaud  nien- 
tionne  dcux  dents  supérieures,  mais  la  g;ravure  n'en  nK)ntre 
qtrune  seule  et  deu\  \\  la  face  interne  de  louverture,  ou  Mo- 
quin-Tandon  en  fait  ressortir  ([uatre.  Chez  plusieurs  exemjíluires 
provenant  de  TAllemai^ne  nous  n'en  avons  trouvé  que  trois. 

Sec.  Pupilla,  Beck 

Pupa  umbilicata,  Draparnaud 
PI.  I  —  Fig.  7,  8  et  9 

Pupa  umbilicata,  Drap.,  Tabl.  Moll.,  p.  ó8  (IHOlr,  Hist. 
Moll.,  p.  G2,  est.  3,  f.  39-40  (180d)  — Rossmiissler,  leono-r., 
11,  p.  1.^  est.  23,  f.  321  (1837)  — I\lorelet,  Moll.  Portuí^al, 
p.  74  (181.=))  — Dupuv,  Hist.  Moll.,  p.   Í20,  pi.  20,  f.  7  (18.Í0) 

—  Bour-uignat,   Malac.  Alí^érie,   p.   í)  I ,  pi.  (5,  f.  8-1(5  (1864)  — 
Hidalgo,  Hojas  malac.,  p.  18  (1870);   Cat.  icon.,  p.  217  (187.^) 

—  Luso,  Moll.  Portugal,  p.  fi4  (1872)  —  Nobre,  Moll.  Coimbra, 
p.   11  (1886);  Notas  malac,  IH,  p.  603  (1888). 

Pupa  cylindracea.Y)^  Cosia.  —  iMoíjuin-Tandon,  Moll,  France, 
2S  p.  390,  pi.  27,  f.  42-43;  pi.  28,  f,  1-4  {\%h1). 

Pupilla  umbilicata,  Drap.  —  Locard,  Conchvl.  port.  p.  151 
(1899). 

Animal  três  petit,  à  corps  étroit;  pied  couit  et  elliptique; 
tentacules  supéi-ieurs  \m  peu  couits.  cvlindri(|ues  et  gros,  dilates 
a  le.Ntremilé  orulaire;  inférieurs  três  petits;  couleur  (Pardoise 
plus  ou  moins  foncée  ;i  Ia  région  dorsale.  Lanimal  maiche  avec 
la  coquille  haute  et  un  peu  inclinée  li  di"oite. 

Coquille  ovoíde-cvlindracée,  un  peu  fragile,  spiíe  couq)osée 
de  six  tours  arrondis;  surlace  ]>res(pu>  lisse  avec  des  stries 
asse/,  faibles  et  obliques;  suture  asscz  prolonde,  ouverture 
ovale-allongée,  anguleuse  ii  la  base  et  ;i  la  partie  supérieure  du 
còté  droit,  oíi  elle  forme  ur>  pelit  sinus  avec  la  dent  insérée  \\  la 
base  du  dernier  tour;  péristome  épaissi,  un  peu  dilat»'  et  réflé- 
chi,  intei"rompu  sur  la  base  du  dcinier  tour;  coluuielle  uu  p<'u 
arrondie;  cavite  ombilicale  prolonde  et  ol)li(jue;  couleui"  marrou 
uniforme,    a  Texception   du  péristome  qui  est  blanc  ou  légère- 
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ment  rose  et  de  la  dent  qui  est  l)laiiclie-.  haut.  3-4  m.m.,  diam. 
1  7-2  ;<  2  m.m. 

Habt.  Tout  le  pavs,  extirmcniciit  mulliplié  (Morelet). 

Minho.  Valença.  Moiisão,  \  ianna  do  (^astello,  Darque,  Gui- 
marães (Nobre).  Famalierio  ((lastro,  Nobre). 

Traz-os-Montes.  Bragança,  (>bave.s,  Vinhaes  (Nobre). 

Douro.  Porto  et  environs  (Luso,  Nobre),  l.eça,  sur  les  ro- 
ebers  aii  bord  de  la  mer.  Ermc/inde,  Paço  de  Sou/a,  Sena  do 
Pilar,  Granja,  Aveiro,  Coimbra,  Figueira  da  Foz,  Luso.  Bussaeo 
(Nobre).  (>)inibra  (íiiraldes.  Paz,  Aguiar,  Moller).  Aallongo 
(Reis  Júnior).  Granja  ((lastro).  Bussaeo  (l^az). 

Beira  A/la.  Mangualde,  Tondella  (Nobre). 

Exlvemadura.  Thoinar,  Azambuja,  Cintra,  Lisboa,  Serra  da 
Arrábida,  Setúbal  (Nobre).  (Cintra,  Arrábida  (Paz).  Monsanto 
(A.  Furtado).  Alcobaça,  sur  les  loehers,  en  face  du  Poço  de 
Suào;  Pondjal  ((^oll.  Mus.  Lisbonne). 

Afemtejo.  Elvas  (Nobre).  l'orlalegre,  (^aslello  de  Vide  (Coll. 
Mus.  Lisbonne).   Beja  (Nobre,  Barabona,  Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Algarve.  l\)rtimão  (Coll.   Mus.  Porto). 

Vit  sur  les  mousses,  sous  les  feuilles  en  décomposition  et 
les  pierres.  Elle  est,  comnic  l'a  déja  dit  Moiclet,  une  des  espèces 
les  plus  répandues  au  pays. 

Pupa  muscorum  (Linné) 
PI.  I  — Fig.  10  ot  11 

Turho  /nuscoruM,  Linné,  Svst.  Nat.  éd.  Gnielin,  D'-,  p.  142 
(1194)  — Uossmiissler.  p.  83",  pi.  2,  f.  37  (1853)  —  Dupuy, 
Ilist.  MoU.,  p.  407,  pi.  20,  r.  10  ( 1850)  —  Moquin  Tandon, 
MoU.  France,  2S  p.  3'J2,  pi.  28,  f.  5-15  (1855)  — Bourguignat, 
Malae.  Algérie,  p.  1)8,  pi.  C,  f.  20-24  (I84(i)  —  Luso,  Sloll. 
Portugal,  p.  (;3  (1872). 

Pi/f)a  mai  iii)i<ila,  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  58  (Í801)  — 
llisi.  Moll.,  p.  Cl,  pi.  3,  r.  30-38  (1805). 

Pupilla  muscorum,  Linné.  —  Loeard,  (>)nel)vl.  port.,  p.  152 
(18!)!)). 

Animal  três  petit,  ellipti(pie,  ii  j)i('(l  arrondi  antéiieurement 
et  poiutu  ;i  Tarrière,  tentacules  supérieurs  peu  longs,  cvlindri- 
ques;  inlérieurs  assez  eoui'ts,  eviindriques;  eouleur  d'ardoise 
loneéc  sur  Ic  dos  et    la  téic,    plus  claire  aux  (lanes  et  au  pied. 

Co(|uille  c'\  lii\(lra(ée,  à  sommet  aeuminé  et  base  arrondie, 
iin  pcM  solide,  s|iire  coniijosée  de  si\  :i  sej)t  lours  arrondis; 
sutiMc  asse/  pidrondc  ■,  sui-lace  prcscpic  lisse,  ii  peine  on  re- 
marque   tpiel(|ues    lares    stries  ol)li(pies,    (ines    et    irrégulières ; 


ouverture  arrondic  à  la  base  avec  le  bord  supéricur  presque 
droit  et  avant  inséré  ii  S(iii  niilieu  luic  pelile  dent  conique; 
péristonie  interninipii  sur  la  base  du  deiiiiei-  toiír,  peu  réflécbi 
et  presque  tranchant;  cavilé  oníbilicale  étroile;  oouleur  niarron 
plus  ou  moins  clair;  dent  d'un  blanc  laitcux  et  péristonie 
blanehatre-,  liaut.  3  */-2  m.ni.,  diani.   1  *  ->  m.in. 

Hab.  Algarve  (Luso,  Castro). 

Locard  cite  nion  noni  ;i  propôs  de  cettc  espèee,  mais  je  ne 
Tai  indiquée  nulle  part  ni  ne  Tai  j)u  trouver  jusqu'it  pré 
sent  en  Portugal.  D'après  Locard  cette  espècc  avait  été  précè- 
deniment  indlcpiée  par  Scbranck,  et  Luso  da  Silva,  sans  affirmer 
Texistenee  de  cette  espèee  en  Portugal,  dit  avoii-  trouvé,  dans  sa 
coUcction,  plusieurs  exemplaires  qui  lui  avaient  élé  oHerts 
comme  provenant  de  notre  pays. 

Cette  espèee,  par  ses  dinientions  et  sa  forme  générale  peut, 
au  premier  abord,  se  contondre  avec  des  exemplaires  peu  déve- 
loppés  de  P.  umbilicala,  mais  celle-ci  est  plus  conique,  son  ou- 
verture plus  allongée,  et  la  dent  recurvée  est  placée  contre 
rinsertion  du  péristome.  Je  la  cite  "a  Tattention  íles  naturalistes. 

G.  Vertigo,  Muller 

Le  genre  Vertigo  comprend  cinq  espèces: 

,  Coqiiille  ovalaire,  épaisse, 
labre  gros  et  léfléchi, 
deux  plis  et  trois  dents 
à  rouveiture  V.  anglica 

(Férussac) 
Coquillc  três  pctite,  ova- 
aiie,  ventiue,  péristome 
,,  ^  .    T  unii^u   I      ói)ais,  liiiit  dents  à  Tou- 

1  ouverture  \  ^     \     ^^^.^^^..^  V.  antivertigo 

(Drap.) 
Coquillc  trrs  pctite,  ova- 
laire, moins  ventrue,  pt'- 
ristome  moins  épais,  ou 
simples,    cinq    dents    :i 
\     louverture  V.  pygmasa 

(Urap) 
(Co(iuillc  três  pctite,  cylin- 
drique,  péristome  épais, 
strics  asscz  lortes  et  es- 
paiées  V.  muscorum 

Isthmia,    '  (l)r;ip.) 

\  s.  g.  1  Coquille  plus  grande,  un 
peu  ovalaire,  fragile,  pé- 
ristome simples,  strics 
três  fines  et  nombrtuses, 
peu  apparcntes  V.  edentula 

(Drap.) 


Plusieurs     dents     •'^)   ^i^rÚ^o   \     épais,  huit  dents  à  l'ou- 


Dents  nuUes 
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Vertigo  anglica  (Férussac) 
PI.  I  —  Fig.  1-2  et  13 

Pupa  anglica,  Férussac,  'labl.  svst.,  p.  ()8  (1822) — Moquin- 
Tandon,  Moll.  Fiancc,  2^  p.  404,  pi.  28,  f.  34-36  (1855)  — 
Luso,  Moll.  I>ortuyal,  p.  64  (1872)  — I.ocard,  Concliyl.  port., 
p.  155  (1899). 

Vertigo  anglica,  Férussac. — ^  Poliez  et  Michaud,  Cat.  Moll. 
Mus.  Douai,  I,  p.  195,  pi.  20,  f.  1-2  (1838)  —  Morclet,  Moll. 
l>orlu{^al,  p.  75  (1845)  — Dupuy,  Hist.  Moll.,  p.  414,  pi.  20,  í.  9 
(1850)  —  llidalgo,  Cat.  icon.,  p.  273  (1875)  —  Nobre,  Faune 
tage  et  Sado,  p.   129  (1886);  Moll.  Coimbra,  p.   11  (1886). 

Animal  petit,  a  picd  lerniiné  cn  pointe  émoussée,  d'une  coii- 
leur  presque  iransjjarcntc,  ii  Texceplion  des  lentacíiles,  de  la 
téte  et  du  cou  (]ui  sont  d  un  giis  d'ardoise-,  tentacules  supé- 
rieurs  loiíí^s  et  cviindiiípics,  les  iuférieurs  réduits  à  des  petits 
tuberculcs, 

(^oquille  ovóide,  c\liiidii(jiic,  à  sommet  légèi"ement  acuminé; 
spire  composée  de  sept  tours  un  peu  arrondis,  suture  pcu 
profondc,  suríacc  ornée  de  slrics  obliques  ti'ès  fines  et  réf^u- 
lières  cliez  les  individus  jeunes,  irrégulières  et  g^i-ossières  cliez 
les  adulles;  ouvertute  auricniairc;  péristome  inlcrr()m])u  sur  la 
base  du  dernicr  lour,  éj)ais  et  réíléchi,  ayant  une  dilalation  sui' 
le  bord  droit;  un  pli  denlifoime  à  la  partie  supérieure.  lon<^ 
et  recourbé  vers  le  còté  droit,  orif^inant  un  canal  arrondi  avec 
le  jíérislome,  avec  Ic  (|uel  il  se  relie  à  la  base  de  celui-ci;  ;i  g^auche 
de  cc  pli  on  en  tiouve  un  autre  cpais  et  piolongé  vers  Tinté- 
rieur;  au  bord  columcllaii'c  un  pli  asse/  saillanl  et  jjrofond  et 
deux  autres  \\  la  base  du  j)éristonie,  dont  celui  de  la  droite  est 
plus  long  et  profond,  peu  apparenl  parfois  cliez  (pielques 
exemplaires-,  cavité  ombilicale  asse/  ])roíonde;  couleur  marron 
rougentre  avec  une  /one  ])lus  claire  a  la  base  tlu  dernier  tour; 
bani.  3:5  y^j  m.m.,  diam,   1  ^-j  ni.ni. 

Uai).  Douru.  l-jiviíons  do  Porto  (Moielel).  S.  Félix  da  Ma- 
rinlia,  S.  Fedro  da  (^ova,  ('ovcllo  (Luso);  Aliena  et  Travai^cm, 
pr.  Krme/.inde,  \illa  iNova  de  (ía\a.  Serra  do  Filar,  Gianja 
(Nobre),  Hussaco  (llcyden,  Adbre). 

KxlnvHulura.  Cintra  (iMorelet,  Coll,  Mus.  Lisl)onne);  .lardin 
l'.olani(pic  de  Lisbonne  (ISobi-e). 

Al  garri.   l''aro  (Casti'o). 

W\  sons  les  leuillcs  en  décomposil  ion,  sons  les  picrres  el  sur 
les  mousses  liumidcs.  Ccttc  cspécc  n"cst  pas  lomnmne. 


Vertigo  antivertigo  (Draparnaiul) 
PI.  I  -  Fig.  14 

Pupa  antivertigo,  Draparnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  57  nSOl); 
Hist.  Moll.,  p.  GO,  pi.  3.  f.  32-3;]  (180.0)  —  .Morelet,  Moll.  Por- 
tu^^al,  p.  74  ( 184.0)  — Dupuv,  Hist.  Moll.,  p.  4  17,  pi.  20,  f.  15 
(1850)  — Hidalgo,  Cat.  icon.\  p.  213  (1875). 

Vertigo  antivertigo,  Draparnaud.  —  Graells,  C^at.  Mol.  Espana, 
p.  7  (1846)  — Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2^  p.  407,  pi.  29. 
f .  4  (1855j  —  Locard,  Concli.  port.,  p.  15  i  (189!))  —  Rossnias- 
sler,  Icono^a-.,  f.  047  et  1541  (1899). 

Animal  três  petit  et  court-,  pied  étroit  et  oblong;  tentacules 
peu  longs  et  gros-,  couleur  d'ardoise  foncée. 

Coquille  três  petite  ovóide,  trapue,  fra^^ile,  cornée  translucide; 
spire  coniposêe  de  (juatre  tours  três  arrondis;  surface  ornêe 
de  stries  três  fines,  obliques,  três  serrées  et  peu  a|)parentes  ; 
suture  profonde;  ouverture  ovalaii'e,  dilatée  vers  le  cO)tê  droit 
et  pourvue  de  luiits  dcnts,  dont  trois  supéríeures,  deux  plus 
lon^^^ues  et  coniquos,  deux  coluniellaires  grosscs  et  obtuses, 
trois  basilaires,  dont  deux  tiês  long-ues  et  obtuses;  pêri^tonie 
continu;  Irancbant  et  peu  lêfléchi;  coluniclle  léíi^êieuient  courbe  •, 
cavitê  oníbilicale  étroite;  haut.   1  Y-2  m.iu.,  diam.  1  ni.m. 

Hab.  Douro.  Foz  do  Douro  (Castro). 

Alemtejo.  Prairies  humides  de  TAlenUejo  (^lorelet). 

Jc  n'ai  pu  encore  trouver  cette  petite  es])êce. 

Vertigo  pygmaea  (Draparnaud) 
PI.  I  —  Fig.  15 

Pupa  pjigm(ta,  Draparnand,  Tabl.  ^loll.,  p.  57  (1801);  Hist. 
Moll.,  p.  (iO,  pi.  3,  f.  30-31  (18051  — Uossmiissler,  Icono^r., 
pi.  49,  f.  4G8  (1837)  — Dupuv,  Hist.  Moll.,  p.  41(i,  pi.  20, 
r.  12  (1850)  — Luso,  Moll.  Portugal,  p.  Gí  (I872j. 

Vertigo  pyginma,  Drap.  —  (Iraells,  Cat.  ^lol.  Espana,  j).  7 
(184(5)-^  .Moquin-Tandoíí,  Moll.  France,  2^  p.  405.  pi.  28, 
f.  37-42  (185o)  — Locard,  Conch.  port.,  p    155  (1899). 

Animal  h  corps  fmemcnt  lugueux,  d'une  couleur  d'ardoise 
plus  ou  moins  foncée;  tentacules  rilifonnes,  noirâtres ;  deux 
làclies  noires  remplaçant  les  tentacules  inférieurs. 

(^oípiille  ovóide,  três  petite,  rrap;ilc,  un  [)cu  translucide;  spire 
composi-ê  de  ciiuj  tours  ai'rondis;  suture  prolonde;  surlace 
ornée   de   stries    três    (ines  et  j)eu  a|)paienies;    ouvcriurc    ova- 
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laire,  un  peu  dilalée  dii  còté  droit;  ciiiq  dents  dont  Irois  a  la 
base  du  péristome,  uii  sur  la  columelle  et  Tautre  au  milieu  de 
Ia  base  du  dernicr  tour;  péristome  iiitcrronipu  et  un  peu  ré- 
fléohi  et  tiancluint;  ravité  oníbilitale  étniite-,  couleur  nianon 
jaunntie;  péristome  hlaiuhiUre;  haiit.  1-1  ^  -2  ni.m.:  diam,  1  m.m. 

Ilab.  Minho.  Vianna  do  (^astello  (Nobre). 

Douro.  Environs  de  l'orto,  S.  Félix  da  iMarinha  (Luso);  Al- 
iena et  Travaf^i^em,  prox.  lirmezinde,  Granja  (Nobre);  S.  Félix 
da  Marinha  (Coll.  INhis.  Lisbonne). 

D'après  Luso  da  vSilva  cette  espèce  n'est  pas  rare  aux  envi- 
rons de  Porto,  mais  je  nai  pu  me  j^rocurer  r['un  pctit  nombre 
d'exen«plaires. 

Vit  sur  la  mousse,  les  pierres  et  le  gason. 

S.  g.  Isthliría,  (iray 

Vertigo  muscorum  (Draparnaud) 
PI.  I  — Fig.  16 

Pujxi  muscorum,  Drajiarnaud,  Tabl.  Moll.,  p.  hC)  (1801),  non 
Linné;  llist.  Moll.,  p.  h[),  pi.  3,  1".  26,  27  (1805). 

Pupa  minutisshna,  Hartman.  —  Hidalgo,  (^at.  icon.,  p.  215 
(1875). 

Fertiíio  rmnutmima,  Graells,  Cat.  Mol.  Espana,  p.  7  (186Í) 
Dupuy,'Hist.  Moll.,  p.   i22,  pi.  20,  f.  13  (1850). 

Ferfi^o  muscorum,  Drap.  —  Moquin  Tandon,  Moll.  France,  2^, 
p.  309.' pi.  28.  f.  20-24  (  1855)  —  Bourjjuignat,  Malac.  Algérie, 
2^  p.  98,  pi.  G,  f.  18-32  (18C  í) -Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.   11 

(188(;). 

htlimia  muscorum ,  Drap.  —  Eocard,  Conclui.  poi"l.,  p.  153 
(1899). 

Animal  três  petit,  un  peu  rugneux,  d'une  couleur  dardoise, 
pigmente  de  noir;  tentacules  supérieurs  asse/  longs  et  coniques. 

Coipiille  três  petite,  IVagile,  iranslucide  ou  brunàtre,  cylin- 
driquc,  à  sommel  obtus;  spií-e  composée  de  six  ou  sept  tours 
j)lus  ou  moius  arrondis,  ornéc  de  slries  asse/,  régulurcment 
disposées  ohliquement,  de  gauclie  a  droile;  suture  prolonde; 
ouverture  arrondie,  un  peu  allongée  vers  le  còté  droil,  dents 
et  plis  nuls;  péristome  interi()uq)u  sur  la  base  du  dernier  tour, 
un  peu  épaissi  et  réfiéclii;  columelle  réllécliie,  sur  la  cavité 
ombilical(*  (pii  est  étrolte;  liaut.   I  '  -2  a  2   m.m.;  diam.  3-4  m.m. 

Ilab.  Traz-os-Monles  (Morelet);  Macedo  de  Cavalleiros  (No- 
bre). 
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Douro.  Figueira  da  Foz  (Nobre);  Coimbra,  à  Baleia  (Rosa  de 
Carvalho);  Coimbra,  a  iVIont'Ârroyo  (.1.  .1.  Rodrigues,  Coll. 
Mus.  Lisbonne). 

Exlremadura.  Tbomar,  Abrantes,  Lumiar,  (>ruz  Quebrada, 
Quebiz,  Collares,  Cintra,  Setúbal  (Nobre);  Monsanto,  au  noid 
de  Rabicha  (A.  Furtado,  Coll.  Mus.  Lisbonne). 

Alemtejo.  Beja,  Yilla  Nova  de  Mil  Fontes  (Nobre). 

Algarve.  (Morelct);  Faro  (Castro). 

Três  conuiuuje  ii  Mil  Fontes.  Vit  sous  les  feuillcs  sècbes, 
dans  les  dètritus  végétaux  et  sous  les  pierres. 

Cette  espèce  est  variable  dans  sa  forme.  II  y  a  des  exem- 
plaires  assez  courts,  ;i  tours  três  arrondis,  et  d'autres  cylindri- 
ques  et  plus  allongés.  Elle  se  distingue  facilement  par  sa  peti- 
tesse  et  par  sa  foinie  cylindrique.  Cest  respcce  la  plus  petite 
des  Pupa  portugaises. 

Vertigo  edentula  (Draparnaud) 
PI.  I  — Fig.  17 

Pupa  edenhda,  Draparnaud,  Hist.  Moll.,  p.  59,  pi.  o,  f.  28-29 
(1805);  Dupuv,  Hist.  Moll.,  p.  Í22,  pi.  20,  f.  17  (1850);  Mo- 
quin-Tandon,  Moll.  France,  2°,  p.  402,  pi.  28.  f.  28-30  (1855); 
Rossmássler,  Iconogr.,  pi.  49,  f.  646  (1839);  Hidalgo,  Cat. 
icon.,  p.  214  (1815). 

Pupa  (Columella)  edentula,  Drap.  —  Rossmássler,  Iconogr., 
p.  96,  pi.  236,  f.  4542  1543  (1899). 

ht/miia  edentula,  Drap. — Locard,  Concbyl.  port.,  p.  153  (1899). 

Animal  faiblement  rugueux,  cetub-é,  plus  ioncé  a  la  tète  et 
au  cou,  plus  clair  sur  les  flancs  et  au  pied  ;  tenlacules  longs  et 
cylindriques ;  pied  étroit  et  oblong, 

Coquille  ovóide,  dilatée  vers  la  base,  fragile,  assez  petite; 
spirc  composée  de  cinq  à  six  lours  tròs  arques;  surface  ornée 
de  nombreuses  stries  bien  marquées;  ouverture  petite  et  arron- 
die,  sans  dents  ni  plis,  péristome  sinq)le,  peu  léfiécbi;  tian- 
chant,  interrompu  sur  la  base  du  deiiiier  lour;  columelle  un 
peu  arquée,  réílécliie  sur  la  cavilé  ombilicale  assez  étroite; 
couleur  marrou  clair  ;i  rexceplion  du  péiistome  qui  est  d'unc 
teinte  jaunAtre ;  baut.  2  m.m.;  diam.    1  '/-i  m.m. 

Ilab.   Portugal  (Gyssez,  fidc  Locard). 

Douro.  Aliena,  Travagem  et  Eruíczinde,  j)r.  Poito  (Nobre). 

Algarve.  Faro  (Castroj. 

Vit  sous  les  pierres. 

U  semblc  cpic  cette  espèce  doil  clre  rarc  en  Portugal. 
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G.  Clausilia,  Diapanumd 
Ce  gcnre  comprciul  deux  cspí-ccs,  coninif  il  suit: 

Coquillc  sencstie,  longuc,  fusiformo,  épaisse,  péristome 
lérióchi,  nyiint  un  pli  à  Ia  partic  siipérieure,  accolc 
à  rinscrtion  du  labre;  rides  nombrcuses  flexiieses  et 
assez  inégulièros  C.  rugosa,  Drap. 

Coquillc  scuestre,  longuc,  ovale-fusiforuie,  épaisse,  pé- 
ristome rériéclii,  ayant  uu  pli  à  la  jiartie  supérieure 
accolé  à  rinscrtion  du  labre  et  quatre  plis  et  deux 
petits  tuberculcs  à  la  coluniclle;  rides  nombrcuses 
flcxucuses  et  régulièremcnt  parallèlcs  C-  plicata  (Drap.) 

Clausilia  rugosa,  Draparnaud 
PI.  II  —  Fig.  1  à  5 

Clausilia  rugosa,  Draj)aniau(l,  Ilist.  Moll.,  p.  73,  pi.  í , 
f.  Il)--i0  (1800)  — Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  7h  (I8i5)  — 
Graells,  Mol.  Espana,  p.  8  (18'i(?)  —  Gassics,  Moll.  de  rAf^cnais, 
p.  12!)  (IH'í9)  — Ilidalgo,  Ilojas  nialac,  p.  18  (1870);  Cat.  icon., 
p.  I8(i  (187:))— Luso  da  Silva,  Moll.  de  Portugal,  p.  259  (1872) 
—  IVobie,  Moll.  Coimbra,  p.  12  (188()):  Fauuc  Tage  et  Sado, 
p.   12Í)  (188(5). 

Clausilia  perversa,  Motpiiii-Taudou.  Moll.  Frauec,  2'-\  j).  332. 
pi.  24,  í.  21-27  (1855). 

Animal  il  corps  rugucux,  eourl  en  relation  ii  la  longucur  de 
la  cocpiille,  élroit,  d'uiie  couleur  brun  verdnlre  sale,  dos  plus 
Ibncé.  tciítacides  supérieurs  peu  longs,  rngiieiix,  dilates  ;i  l'ex- 
trèmilé-,  les  inliiieurs  três  courts,  léduits  ii  des  pelits  tuber- 
cules;  picd  d'une  teinte  ardoisée,  \\  boi'd  noirâtre. 

.  I\'ndaiit   la  inarcbe  la  coquillc,   cpii   reposc  sur  le  corps  de 
Tanimal,  avance  par  saccades. 

Cocpiille  fusilorme,  alloiigce,  Icgí-rcmeiít  vcutrue  li  la  rcgion 
moycimc,  nianieloniu-e,  sj)ire  sciicstre,  com])osée  de  12  ii  13 
toiírs  de  s])ire.  uu  jieu  arrondis,  et  oruée  de  rides  fortes,  noui- 
breuses,  obliqiies,  serrêes,  irrégulières,  llexueuses  ou  prestjue 
droites,  et  de  stries  transversales  paruii  les  rides,  assez  scrrées 
])ai"rois  comme  des  ]K)nctuations:  suture  asse/,  profoude;  ouver- 
ture ovale  alloniícc,  iucliiiéc,  de  gaucbe  :i  droitc,  rctrccie  ;i  la 
partie  supciicure;  péristome  continu,  \\\\  peu  cpais,  dilate  et 
íTun  blanc  jaunàlrc ;  deux  lauicllcs  au  bord  droit  de  Pouver- 
tuic,  (loiíl  I  uiic  a  la  partic  su|»ciicurc,  ctroitc,  presque  veiti- 
calc   cl    |)r<iduis;nit    ou   clraiii;lcnicut    de  rouvciture :    et  Tautre 
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placcc  aii  niilicu  (iii  hihic,  pliis  ('iiais.sc  cl  (Icpiimcc.  Panni  ccs 
deiix  plis  on  observe  paiTois  deiix  peliles  deiits;  eouleur  bruu 
íoncé  et  d'un  aspect  salitié:  liaut.  12-15  in.in.;  diain.   1  '  ^  ni.m. 

Hab.  Min/io.  Valença,  IMonsão,  coiiinuine,  Azurara  (Nohrej. 

Traz-o>í-Monte>í.  Kranea,  pr.  Serra  de  IMontesinlio  (Nobre). 

Douro.  Porto  et  enviíons  (Morelet,  Luso,  (lastro,  Nobre). 
Leça  da  Palmeira,  daiis  les  fentes  des  falaises  du  rivaye,  prés 
dfc  la  mer,  à  Boa  Nova;  Koz  do  Douro,  S.*  da  Hora,  Serra  do 
Pilar,  (franja,  Kspinlio,  Paço  de  Souza,  Aveiro,  Hussaeo,  Coim- 
bra, Fif^ueira  da  Koz  (Nobre).  l*orlo,  Coindjra,  Hussaeo  (Paz). 
Coimbra  (Moller,  Ileyden,  Ajjuiar). 

Extremadura.  Leiíia,  iliomar,  CoUares,  environs  de  Lisbonne 
(Nobre).  Cintra  (Moreletj.  Cintra.  Caldas  tia  Iiainlia  (llidalgo). 
Serra  clAriabida  (Paz). 

Wv  dans  les  lieux  sombres  et  bumides,  contic  les  inurs,  sur 
les  mousses,  le  ti-oiu-  des  arbres  et  sous  les  pierres,  \  ulgaire 
dans  quelques  localités. 

Cette  espòce  est  peu  variable  dans  la  forme  í^éncrale;  plus 
allongée  ou  raccourcie,  ses  caracteres  externes  sont  assez  cons- 
tants.  Dans  rintérieur  de  Touverture  on  remarque  ;i  jieine  (|uel- 
ques  petites  didérenees  dans  le  développement  des  lamelies  et  la 
présence  ou  Tabsence  des  deux  petits  tubercules  plaeés  entre 
Tespace  qui  les  separe.  Paifois  on  n'en  observe  quun  seul  et,  gé- 
iiéralement,  ils  font  déCaut.  Cbez  quelques  exenq^laires  ia  lamelle 
inférieure  est  biíide  a  rextièmité.  Pai-  dessous  cette  laiuelle  on 
en  observe  parfois  une  autre  et,  larement,  cbez  quelques  exem- 
plaires  existe  une  petite  dent  et,  li  ia  base  de  Touverture,  un 
autre  pli  correspondant  \\  la  dépression  externe  de  la  l)ase  du 
dernier  tour.  Les  diílcrences  entre  cette  espèce  et  le  C.  nigri- 
cans,  st)nt  assez  falijlcs.  I^e  C.  rugosn  est,  peut  ètre,  plus  long 
et  étroit  et  les  rides  plus  lines  et  serrces.,  en  donnant  ii  la  co- 
(piille  un  aspect  moins  rugueux. 

Moquin-Tandon  mentionnc  celte  espcce  comme  synonime  du 
Turbo  j)erversus,  Miillcr  (v.  Linné,  Svst.  Nat.,  ed.  tímelin,  í)^', 
p.   151,  n"  88). 

Clausilia  plicata  (Draparnaud) 
PI   II  — Fig.  G  et  7 

Pupa  plicata,  Drap.,  Tabl.  Moll.,  p,  (13  (1801). 

Clauailia  plicata,  Drap.,  Mist.  Moll.,  p.  72,  pi.  4,  f.  15,  16 
(1805)  —  Graells,  Mol.  Espana,  p.  8  (184G)  —  Moquin-Tandon, 
Moll.  Francc,  2",  p.  338,  pi.  2i,  f.  13-16  (1855). 
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Clamilid  poileiuis,  I.uso  da  vSilva,  MolI,  de  Porlugal,  p.  200 
(1872)  — Locard,  Concliyl.  jMnt.,  j).   líi  (1899). 

Animal  "a  corps  rugueux,  asscz  petit,  élroit,  d'un  brun  noi- 
râtre  en  dcssus,  flancs  et  picd  d'une  couleur  d'ardoise  plus  ou 
inoins  foucée,  tentacules  supérieurs  peu  longs,  un  peu  coni- 
ques  et  assez  dilates  à  rextrèniité,  les  inlerieurs  três  courts,  co- 
niques  et  g^ros. 

(^ocpiille  fusilbruíe,  allongée,  venlrue  ;i  son  inilieu,  un  peu 
transparente  et  nioins  solide  que  Tespère  precedente;  spire 
senestre,  onze  tours  arrondis;  ornée  de  rides  flexueuses,  para- 
lèlles  et  assez  serrées;  suture  profonde;  ouverture  subqua(Jran- 
j"ulaire,  légèrement  inclinée  de  j^auche  adroile;  périsloine  con- 
tinu,  é[)ais,  avec  une  goutiíre  ;»  la  base;  une  lanielle  sur  le  bord 
de  Touverture,  vérticale-,  qualre  lainelles  ou  plis  implantes  sur 
le  bord  droit,  dont  le  supérieur  est  le  plus  peiit;  tout  prés 
de  celui-ci  et  ;i  sa  base  on  observe  deux  petits  tubercules;  cou- 
leur marrou  jaunntrc,  pcristome  plus  clair;  baut.  18  m.ni. ; 
d  iam.   i  mm. 

Hab.  Douro.  Porto,  Lordello,  S.  I"'eli\  da  IMaiinlia  (I.uso, 
(loll.  IMus.  Lisbonne). 

Exliemadura.  'Ibomar  (Nobre). 

Jc  n'ai  pu  encore  tiouver  cette  espéce  aux  environs  de  Porlo, 
L'e\amen  dcs  exem|)lai»'es  de  la  collection  du  Muséuní  de  Lis- 
bonne, rccueillis  et  olícrls  par  Luso  da  Silva,  m'a  permis  de 
vérilier  cpie  lespèce  établie  par  ce  naturaliste  est  de  CL  plicata 
(Drap.) 

G.  Balea,  Leacb 
(>e  ^^Mire  ne  comjjicnd  {pTune  sculc  espòce. 

Balea  perversa  (Linné) 
PI.  II  —  Fig.  8  et  9 

Turbo  perver.ms,  Linné,  Syst.  Nat.  éd  Gmelin,  9«,  p.  180  (1794). 

Bulinius  pcrversus,  L.  —  Poii-et,  Clo(piillcs  de  1'  Visne,  p.  57 
(1801). 

Pupd  fr(t-i7fs,  Draj)arnau(l,  Tabl.  Moll.,  p.  Cl  (1801)  — Hist. 
Moll.,  p.  (*)S,  pi.  í,  r.  í  (laO."))  — Morelet,  MolI.  Porluyal,  p.  74 
(1845)  — Luso,  Moll.  Portugal,  p.  ('.->  (1872). 

Bu/ea  fra ai/is,  Drap.  —  Dupu v,  Mist.  Moll.,  p.  2(;9,  })1.  18, 
f.  :^A\  (|8i9). 

Pupa  perversa,  Linné  —  Moquin-Tandon,  Moll.  de  Franca,  2^, 
p.  ;3i9,  pi.  25,  f.  6-14  (1855). 
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Balea  perversa,  Liniu"  —  [lidalyo,  Hojas  miilac.  p.  IS  (1,S70): 
Cat.  iconog.,  p.  1S2  (18"õ)  —  INobre,  Moll.  do  (loimbra.  p.  12 
(I88fir,  Faune  Tage  et  Sado,  p.   130  (IHSC). 

Balea  perversa,  Linné  —  Lorard,  (^onch.  port.,  p.  lí(i  (1899]. 

Animal  assez  grand,  d'une  couleur  brun  brunntre  ;i  la  tète 
et  au  dos,  ardoisée  plus  oii  nioins  foncée  aux  ílancs  et  au  pied, 
qui  est  termine  en  pointe  à  lextiemité  postérieure-,  tenlacnles 
supérieurs  assez  courts  et  gros  et  un  peu  coiiiqnes;  infiMÍeurs 
três  courts  et  coniques. 

Coquille  senestre,  IVagile,  fusiforine,  allongéc,  cornée,  un  jjeu 
translúcido  et  luisante,  spiro  ;i  liuit  tours  arrondis,  finoment 
striée;  sommet  manielonné;  sutuio  proOnido;  stries  légèrc- 
inent  inclinées  de  droilo  ;i  gaucbo;  ouverture  ovale-allougée, 
labre  un  peu  réfléclii  ii  la  partie  supéiúeure;  póristoine  sinqile, 
trancbant,  rclié  sur  la  base  du  dernier  tour  par  uno  ("aiblo  cal- 
losité-,  coluuielle  róílócliie  sur  la  cavité  ombilicalo  qui  est  cir- 
culaire  et  obliquo.  Couleur  cornée-jaunâtre;  columelle  blanchâ- 
tro;  haut.  8  m.m;  diani.  2  Y^  m.m. 

Mab.  Provincos  du  noid  du  Poitugal  (Morolet). 

Minho.   Valença  (Nobre). 

Traz-os-Monles.  Franca,  jirox.   Soi'ra   do   Moulosinlio  (Nobre). 

Douro.  Porto  et  envirous  (Luso,  rsobro).  (íranja  (Nobre). 
Coiuibra  (Paz  Aguiar,  Nobre)  Hussaco  (Paz,  Nobroj,  Anadia 
(A.  Giraldes). 

Beira  Alta.  Vizeu  (A.  Giraldes). 

ExIremaJurn.  Collares  (Nobre).  Cintra  (Aloiolot,  l*az,  Nobre, 
coll.  Mus.  Lisbonne).  Caldas  da  Kainlia  (coll.  Mus.  Lisbonne). 
Environs  de  Lisbonne  (Duc  de  l^ihnolla,   coll.  Mus.  Lisbonne). 

Yit  sui-  les  mousses  et  l'écorce  dos  arbies,  dans  los  ("entes 
dos  rocbers  et  des  arbres.  File  est  IVóqucnto  dans  ([uol([ues 
lieux  des  enviíons  de  Porto,  dans  les  íeimes,  les  murs  et  les 
arbres  des  cbomins. 


Fam.  V  —  stenogyriDíí: 

Animal  a  corps  plus  ou  moins  long,  arrondi  ou  tronquó  a  la 
partie  antériouro,  óliló  à  l'o\trouiiU'  caudale  ;  nuuboire  mince, 
plissce  vorlicalemont  et  ;i  plis  Iròs  nouibroux  et  bords  crónelés, 
radule  a  dent  contraio  três  |)olilo,  latérales  Iriscuspidóos,  cús- 
pide centrale  longue  et  ótroite;  latéiales  subégales-,  marginales 
três  courtes,  transversos  et  tricuspidées. 

Coquille  plus  ou  moins  longue,  tronquéc  ou  conique  a  Tétat 
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adultc,  ])lns  ou  moiíis  liiisanlc,  coiuíjiic,  pcrisloiiu'  simples,  co- 
liimcllí!  j)liis  ou  uioius  ar(ju('C,  j^ruéralcnicnt  simples  et  paríois 
troiupu-e. 

La  famillc  Stenogijridur.  eomprend   Irois  í^enres  et  deux  sous 
genres : 

Coquillo  conique  cylindraeée,  longuo,  à  tours  peu 

arques,  prristoinc  simples  tiãiicliaut,  coluinelle 

tronquée  à  Trtiit  adiilte  s.  g.  Rumina,  Risso. 

Coquille  cciiique  ovóide,  assez  pctite,  tivs  brillaiite, 

cornée,  polic,  péiistome  simples,  columelle  ar- 

qu(''e  et  pouivue  dunc  dent  émonssée,  pied  muni 

d"une  poro  muqueux  Ferussacia,  Risso. 

Coquille   plus  petite,  biillante,  coiiiée,  péiistome 

('paissi,   columclIc  piesquc  simples;   pied  sans 

pore  muqueux  s.  g.  Cionella,  Jeffrcys. 

Coquille    assez    petite,    étroite,    subulée,    fragile, 

blanche,  transparente,  à  sommet  arrondi,  pcris- 

tome  simples,  eolumelle  tronqut-e  ;i  Ia  base  Coecilianella,  Fér. 


Stenogyra,  Sluutleworth 
S.  g;.  líuiniiin.  nisso 

Le  s.  y.  Ilumina  ((.mpiend  une  seiíle  es|)rce  : 

Rumina  decollata  i^l.inné) 
PI  II  —  Fig.  10  et  11 

Helix  tlecolfdln,  Linné,  Syst.  Nat.,  éd.  X,  p.  733  (IToS)  — 
MQller,  llist.  Vcrni.,  2^  p.  lli,  n."  314  (177i)  — IJnné,  Svsl. 
Nat.  éd.  Gmelin,  9^  p.   líJG,  n"   115  (179Í). 

Ihilimus  (Ircollalu!^,  Linné.  —  I))'aparnaud,  Hist.  !Moll.,  p.  7G, 
pi.  4,  r.  27-28  (180.S)  — Rossmiissler,  leono-r.,  5,  p.  45,  pi.  28, 
I".  1  (1837)  — iMorelet,  Moll.  Porlu-al.  p.  73  (18i5)  —  Moquin- 
iandon,  Moll.  Franec,  2^  p.  311,  pi.  22,  f.  35-40(1855)  — 
15oui-ui-nat,  Malac.  Ali^^-iie,  2S  p.  3,  pi.  1,  f.  1-23  (I8G'j)  — 
(^antiaine,  Malae.  medir.,  p.  135  (18(i5)  —  Luso,  Moll.  Portu- 
i;al.  p.  258  (187  1)  —  Ilidal-o,  llojas  malae.,  p.  18  (1870);  Cal. 
ieon.,  p.   183  (1875). 

Stinoi^ijid  decollata,  Lin.  — Nobre,  Moll.  (k)imbra,  p.  12 
(188(;);'Kaune  Tage  et  Sado,  p.  129  (188G);  Notas  nialac.,  3, 
p.  (503  (;i888). 

Rumina  decoUala,  Linné.  —  Locard,  Conch.  poit.,  p.  135 
(1899^. 
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Animal  ussez  court,  n'i'\(  edanl  pas,  peiulant  !a  marclu',  l'ex- 
trémité  de  la  coquille,  d'iine  coiileur  iu)ii-  (Tardoise  verdàtre; 
tcnlacules  supérieurs  longs,  les  iiiléiieurs  irès  courts.  La  co- 
íjuille  rcsle  appuyce  sur  le  pietl  ou  sur  le  len-ain  sui*  lequel 
raniinal  marche. 

(>ocpiille  lon<jue,  turriculée,  imperforéc,  Iroiicpitu'  à  Tétat 
adulte,  un  peu  solide,  ylabre  et  luisante;  spiíe  ;i  quatrc  ou  six 
tours  peu  convexes,  le  deinier  arrondi  à  la  base;  suture  peu 
profonde ;  surface  de  la  coquille  ornée  de  rides  ou  slries  três 
fines,  irrégulières  et  ohliques;  ouverture  ovalaire;  péristonie 
tranchant  et  simple;  columelle  épaisse,  léi;ciement  arquée  et 
réfléchic ;  couleur  jaunàtre,  brunàtre  claire  et  parfois  avee  des 
reflets  violacés ;  haut.  35  m.m.;  diam.   14  m,m. 

Hab.  Iié^^ion  méridionale  au  voisignage  de  la  mer  (iMorelet). 

Douro.  (>oímbra  (Luso,  Moller,  Nobre,  llosa  de  ("arvallio, 
Aguiar,  Paulino  d'Oliveira,  C.astioj.  Figueira,  líuai'cos,  Cap 
Mondego  (Nobre). 

Beira  Alta.  Bana  d'Alva  (íieis  Júnior,  Nobre). 

Beira  Baixa.  Sernaclie  (Castro). 

Extremadura.  Leiria  (Luso,  Nobre).  Caldas  da  Rainha,  Tlio- 
mar,  Cintra,  Lumiar,  Sacavém,  C>iuz  Quebrada,  Belcm,  Algés, 
(>ascaes  (Nobre).  Lisboa  (Luso,  Nobic,  Castro).  Setúbal,  Seira 
d'Arrabida  (Nobre). 

Alemlejo.  Évora,  Beja.  Elvas,  Odemira  (Nobre).  \  illa  Nova  de 
Mil  Fontes  (G.  Sampaio,  Nobre). 

Algarve.  Faro  ((fastio.  Nobre).  Lagos,  Poitimão,  Tavira,  Villa 
Real  de  Santo  Anionio  (Nobre). 

Comme  on  le  voit,  celte  espèce  ne  vil  pas  seulemcnt  prés  de 
Ia  mer,  comme  le  pensait  Morelet,  mais  on  la  Irouve  dans  tout 
TAleíntejo  et  la  Beira  Alta,  a  Barca  d'Alva,  íVontière  hispano 
portugaise,  la  région  la  plus  septentriouale  du  pavs  ou  celte 
forme  est  connue  jusípi';!  pi-ésent.  Barca  d' Alva  est  une  ivgion 
Irès  chaude  j)endant  Télé;  on  y  trouve  divei-ses  espèces  zoologi- 
qucs  du  sud  du  pavs.  Mr.  Hidalgo  indique  cette  espèce  comme 
étant  rencontrée  ])ar  Paz,  ;i  I'orto.  Noiís  nc  Pavons  jamais  ren- 
conlrée,  et  nous  pcnsoiis  (pie  les  e\euq)laires  Irouvcs  par  Paz 
seraient  carriés  de  Baira  d'Alva  |)ar  Ic  Douro,  peudani  les  crues. 

Celte  espèce  qui  a  une  large  dislribution  géographique  se 
trouve  au  nord  de  TAíi-ique  et  aux  iles  de  Cap  Veit;  les  exem- 
plaires  de  cette  provcnance  sont  toujours  plus  petits  (pu*  ceux 
du  Portugal. 

Vit  sous  les  pierres  et  paiiui  les  |)lantes,  dans  les  lieux  som- 
bres. 

Les  jeunes,  comme  l'on  sait,  sont  tuniculés.  [)Uis  coniques 
VoL.  m  —  N.o  1  5 
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et  a  spirc  inamclonnée.  Avec  l'àge  cetle  partie  teniiinale  se  de- 
laclie  et  Tadulle  nc  vit  que  dans  la  coquillc  ironquée. 

G.  Ferussacia,  Uisso 
Le  gcnre  Feiusxacia  nc  eo)ii|neiul  (]u'iine  seule  cspèce. 

Ferussacia  folliculus  (Gronovius) 
PI.  II  —  Fig.  12  à  U 

Helix  jolliculuíi,  Gronovius.  —  l.inné,  Syst.  Nat.,  éd.  Giuclin, 
Í)S  p.  -200,  n"  199  (1791). 

Phyí^a  scaturipimm,  Drap.,  Ilist.  Moll.,  p.  56,  pi.  3,  f.  li- 15 
jeunes  (18U5). 

Bulimus  folliculus,  Gronov.  —  Morelet,  jMoll.  Portug-ai,  p.  73 
(184  5)  — Moqnin-Tandon,  Moll.  France,  2S  p.  306,  pi.  22, 
f.  20-30  (1855). 

Achalina  folliculus,  Gronov, — Cantraine,  !Mala<.'.  niedit.,  p.  138 
(1865). 

Poli/plicDius  folliculus,  Gronov.  —  Gi'aells,  Mol.  Espana,  p.  7 
(18  í  6). 

Ferussacia  folliculus,  Gronov.  —  IJourguignal,  Malar.  Algcrie, 
p.  38,  pi.  22,  f.  20-31  (I86Í)  — Nohre,  Moll.  Coimbra,  p.  12 
(1886)-,  Faunc  Tage  el.  Sado,  p.  130  (1 886)  —  Locard,  Concli. 
porl.,  p.   137  (1899). 

Animal  long  et  éli-oit,  ;í  foips  inii;ncux,  d'une  coulenr  vcrt 
jannalrc,  ()U  (Tnn  janne  asstv.  vil",  plus  on  moins  noii"atre  au 
cou  et  a  la  icle  qui  est  asse/  longue;  tentaculcs  supéricurs 
asse/  courts  et  gros,  rugueux  ;  Ics  infcricurs  i"éduits  à  dcs  Ui- 
hcrcnles  asse/,  pelits;  picd  se  icnninant  cn  poinlc  aiguc  I>'ani- 
mal  est  asse/  agile  cl  iiritahlc.  Pcndant  la  marche  la  coquille 
s'appuyc  sur  Ic  long  du  corps. 

r.o(piille  cvlindroide,  acumince,  glabrc,  peu  solide,  eoi'née  et 
Ires  luisanle.  Spiíe  con)poscc  de  cin(|  à  six  tours,  dont  le  der- 
nier,  vii  par  sa  lace  vcnlialc,  est  plus  graiul  (jue  nioitié  de  la 
co([uille ;  Ics  autics  trí-s  j)clils  et  Icgèrenicnt  arrondis;  sulure 
peu  j)roíonde,  mais  avanl  un  élranglenicnl  au  dcrnier  lour  du 
còtc  dorsal;  ouverture  picscpic  droite,  ovalc-allongce,  angu- 
leuse  à  la  partie  sujicricurc ;  ])cristome  ti-aiu  liaiU  cl  un  ))cu 
clargi  au  uiilicu,  iulcrrompu  cl  se  rcliant  à  la  coinmelle,  (pii  est 
épaissc,  pai-  uiu'  callosilc  de  l;i  p;iilic  siqjérieure  de  rouvcilure. 
(^oulciii  jaunàlre,  coriuc  hrilianlc;  périslome  et  columelle  blan- 
cliàhe:   liaul.   6  8  m.ui.  ;  diaui.  2-3   m.ni. 
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Hab.  Douro.  Bussaco  (Paulino  d^OIiveira).  Environs  de  (Coim- 
bra (Rosa,  Nobre,  PauHno,  (lastro). 

Extremadura.  Environs  de  Lisbonne  (Menjjo,  coll.  IMus.  Lis- 
bonne,  Morelet,  Scrvain,  Luso,  Nobre,  Castro),  Setúbal  (Luso, 
Paz,  Nobre).  Arrábida  (Paz,  Nobre,  Mus.  Lisbonne). 

Alemlejo.  Exlremoz  (Paz,  coll.  Mus.  Lisbonne).  Évora,  Elvas, 
Beja  (Nobre). 

Algarve.  Monchique,  Faro,  Tavira,  Castro  iMarini  (Nobre). 
Estoy,  Faro  (Castro). 

Assez  commun.  Vit  sur  Ics  plantes,  sous  Ics  pierrcs  et  Ics 
leuillcs  en  déconiposilion. 

S.  g;.  Cionella,  JeflVeys 
Ce  s.  g.  nc  coniprend  qu'une  seule  espèce. 

Cionella  subcylindrica  (Linnc) 
PI.  II  — Fig.  15  et  16 

Helix  subcylindrica,  Liíiné,  Svst.  Nat.,  éd.  XH,  p.  12  íS  (17G7); 
éd.  Gmelin,  9^,  p.   197,  n"  118  (17  94). 

Bulimus  subcylindricus,  Lin.  —  Poiret,  Coq.  de  TAisne,  p.  Í5 
(1801)  — Moquin-Tandon,  Hist.  Moll.,  2^^  p.  304,  pi.  22,  1'.  15- 
19  (1855). 

Bulimus  lubricus,  Draparnaud,  Hist.  Moll.,  p.  7  5,  pi.  i,  f.  2í 
(1805)  — Gassies,  Moll.  Agenais,  p.  122  ( 18  i9)  —  (Achatina, 
Lamk)  Morelet,  Moll.  Portugal,  p.  73  (1845). 

Columna  hcbrica,  Brug.  —  Graells,  Mol.  Espana,  p.  7  (1846). 

Ferussacia  lúbrica,  Miiller  —  Hidalgo,  Cat.  iconogi-.,  ]i,  187 
(1875)  — Nobre,  Moll.  Coimbra,  p.    13  (1886). 

Zua  snhcylindrica,VÂ\\. — Loiard,  (>oiu-livl.  port.,  p.  136  (1899). 

Animal  h  corps  rugucux,  assez  grand,  un  pcu  lai'ge,  tciMiiiné 
*en  pointe  efdée,  d'une  couleur  d'ardcise  plus  ou  moins  Ibncce*, 
tentacules  supérieurs  peu  longs,  cylindriqiics  cíilés;  tentacules 
inféricui-s  três  courts,  gros  et  conicpics. 

Coijuille  pctile,  biilimoídc,  hiisantc,  corncc,  nu  j)cu  tianspa- 
rentc,  spirc  composéc  de  ciiuj  tours  un  j)cu  arrondis,  le  dcr- 
nicr  plus  grand  que  tous  les  autres;  surface  de  la  co(piillc 
lisse;  suture  profonde;  ouverture  ovalaiie,  anguleuse  vers  la 
paitie  supcricui-e,  pyriloruie;  péristome  inleri'ompu,  cpaissi; 
columcllc  légèicmcnt  inclince,  anguleuse  ou  réílcchie;  couleur 
jaune  coiiiéc  plus  ou  moins  loncée,  labix*  rose:  baut,  5-6  ni.in,; 
diam.  3  m.m. 
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Hab.  Minho.  Valença  (IVol)io)-,  liraj^a  (G.  Sampaio,  Nobre). 
Famalicão  (Castro). 

Traz-os-Mo?iles.  Chaves  (Morelet).  Bragança,  (Morelet,  Nobre). 

Dou/ o,  I'orlo  (A.  Giraldcs,  Nobre,  (lastro).  Coimbra  (Uosa 
(Ic  (>arvallio,  Nobre,  C>asti'o).  Soure  (Nobre). 

heiía  Baixa.  Sernache  (Castro). 

Vit  dans  les  lieux  luimides,  siir  les  bcibes,  pai'mi  les  feuilles 
en  décomposilion,  etc. 

G.  Coecilianella,  Kcrussac 
Ce  geiírc  comprend  \\  peine  une  espcce. 

Coecilianella  aciciila  (Miiller) 
PI.  II  — Fig.  17  et  IH 

Buccinutn  acicula,  ^liiller,  Verm.  bist.,  2'-",  p.  150  (1774), 

Bulitnux  acicula,  Miiller — Drapainaud,  Hist.  ÍMoll.,  p.  7õ, 
pi.  4,  f.  25  (1805)— Moquin-Tandon,  Moll.  France,  2^  p.  309, 
pi.  22,  1".  32-34  (1855). 

Po/ijp/ietnus  acicula,  Lamk. — Graells,  Mol.  Espana,  p.  7  (18i6). 

Aclialina  acicula,  Lamarck.  —  Dupuy,  Hist.  AIolL,  p.  327, 
pi.   15,  f.  8  (1850)  — Gassies,  Moll.  Agenais,  p.   123  (18Í0). 

Círcilianella  acicula,  Múller.  —  Luso,  INloll.  Portugal,  p.  13 
(1870)  — Hidalgo,  Cat.  iconogr.,  p.  179  (1875) —  Nobre,  Moll. 
Coimbra,  p.  13  (188(5);  Faune  Tage  et  Sado,  p.  130  (1886)  — 
Locard,  Conchyl.  port.,  p.   110  (  TaUD). 

Animal  a  corps  (inement  rugneux,  prescpic  tiansparent,  blan- 
cliàtre;  tenlacules  supérieurs  íiliformes,  cvlindi  i([ncs ;  tcntacules 
inlcrieui-s  três  pelits,  lomme  des  tubercuies. 

Coípiiile  étroile,  non  oml)ili(|uée,  três  allongé^,  cylindrico- 
rusilorme-,  hiisantc,  bvaline,  transparente,  à  5  ou  G  tours  de 
spire  a  peine  arípiés,  sommet  arrondi;  suture  bien  niarquée; 
ouverture  ovale-oblongue,  ;i  angie  supcrieur  três  aigu;  columelle 
un  peu  ar(|uce,  tron(|uce  ;i  la  base;  pcristome  simplc,  Iran- 
cliaiU,  iiiterr»>mpu,  couleur  lrans])arente,  bvaline  ;i  Tétat  Irais, 
blaiulic  iailcuse  lors(ju'elle  est  roulce;  bani.  í-()  m.m.-,  diam. 
1-1  '/-_>  m.m. 

Hab.  Douro.  Porto,  Granja.  Luso  (Nobic).  Porto  (Coll.  IMus. 
Lisboiíne).  Coimbra  (.L  .1.  llodrigues,  (a)II.  Mus.  Lisbonne). 

F.xtrnn<i<lui (I.  Lisbonne,  licU  in,  Algés  (Nobre).  Pombal  (Coll. 
Mus.  iJsbonnej. 

Aliíaive.   I''aro,   i^stoy  (Castro i. 

^  it  sur  les  leuilles  mortes ;  communi^  a  Granja,  a  la  base  des 
murs  des  cbemins. 
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Awx.  Sc.  da  Acad.  Polyt.  do  Porto 


Algdsto  Nobre,  MoII.  Ut.  du  Porluj;al,  PI.  I 
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AtlG.  NOUIIE,  lll'l. 


1,  2  —  Buliminiis  obscurus,  Mlillcr. 
3,  4,  ;>  —  l'u|)a  avciiacea,  var.  Luzilnnka,  Hoí?. 

<) —     »      firanum,  Drapaiiiauil. 
7,  8,  !)  —     »      umbilicata,  Draparnaud. 
10.  11  —     »     muscorum,  Linnó. 


12,  l.'t  —  ViTtif^o  aiií;lica  (rciiiísic)- 

li—       »        antivcrtifío  (Draiiariiaud). 
1;í  —       :>        py^niaM  (Draparnaud) 
l(i —       .,        níuscoium  (I)rapariiauíi). 
17  _       „        edeiilula  (Drapaniaud) 


Anu.  Sr.  .id  Acad.  Pulgt.  do  Porto 


Augusto  Nobiie,  Moll.  ler.  du  Porlu-al,  PI.  II 
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.ACG.  NdBliE,  ilcl. 


1-2    — Clauíilia  rugosii,  OiiiDarnaud. 
il-i    —        u        plicata  (Dra|)arnauil). 
8-íl    — Hili'a  perversa  (Liiinó). 
10-11  — Riiniiiui  dccollala  (I.iniie). 


12-15  —  l-LMussaeia  follii.ulijí,  (irou. 
l.-J-lfi  —  (lionolia  ?ul)c\liii(lrica  {Linné). 
17-18  —  Cíecillianella"aci(iila  (Mliller) 


SURFACES  NAUTILOIDES 


PAR 


Haton  de  la  Goupillièke 

Membre  de  Tlnstitut 

Inspecteur  general  des  Mines 

Grand-Officier  de  la  Légion-d'Honneur 


(Suite) 

SECONDE  PARTIE 
Volume,  centre  de  gravite,  moment  d'inertie 

§  VIII 

Formules  fondamentales 

52.  Nous  entreprenons,  dans  cette  seconde  partie,  d'établir 
pour  les  surfaces  à  front  générateur,  les  diverses  théories  qui 
constituent  la  Géométrie  des  iiiasses.  Nous  supposerons  essen- 
tiellement  en  ce  moment  le  front  normal.  II  nous  será  aisé  plus 
tard  (§  XIV)    d'étendre    ces    métliodes  ;i  un  front  quelconque. 

.rappelle  u  rélément,  infinitesimal  daus  toutes  ses  dimensions, 
de  Taire  U  de  la  génératrice.  Ses  coordonnées,  envisagées 
dans  le  plan  de  front,  sont  ^  et  2:.  Je  designe  par  7?//;  le  moment 
(Vordre  k   de   Taire   entière 

pris    pai'  rapport   à    l'axc  verlical  mené  par  le  point  dwerivant 

VoL.  III  — N.°2 


10 


(1(!  la  (lirocliice.  Ou  aura  par  exemple  w,,  pour  l'aire  elle-uième 
U  •,  nii  représeutcra   le   uioiucut  oi-dinaii-e  de  oetle  étendue,   et 

pai-  suite  1'abscisse  de  sou  ceulre  de  gravite;   ?«2  será  son 

luoineut  d'iuertie. 

Eiivisageons  le  frout  dans  deux  situations  iufiuiinent  rappro- 
eliées.  Elles  reufcnucut  eutre  elles  une  trauclie  élémentaire,  re- 
présentaut  la  diiréreutielle  r/V  du  volume  íini  V  compris  enlre 
deux  fronts  extremes.  L'élément  v  de  eette  tranche  será  un 
trone  de  cylindre,  élevé  norinalement  sur  l'airc  infinilésimale  u. 
Nous  désig;uerons  par  n^-  le  moment  d'ordre  /:  du  volume  de  la 
tranche  r/\ 


n^ 


^v^f^' 


Comme    tout   à    Theure,    n^^    será    le    volume    lui-mème    r/V   de 

cette  tranche,  —  1  abscisse    de   son   centre   de  £;^ravite,   ?i2   son 

moment  d'inertie. 

11  est  de  la  plus  i^rand  iniportance  de  ne  jamais  confondre 
les  n  avec  les  m.  Les  premières  formenl  précisément  Tobjet  de 
nos  i-echerches  dans  cette  seconde  partie.  Quant  aux  inlég^rales 
définies  in,  elles  doiveut  ètre  ici  considérées  coumie  dircclement 
connues  jjar  raj)plication  du  calcul  inlci^ral  ;i  la  génératrice  f, 
lorsque  cette  Ibnction  est  exprimée  dans  chaque  cas. 


53-   I-.'éléme)it  infinitesimal  du  troisiòme  ordre  v  a  la  forme 

d'un  cylindi'e  élevé 
sur  la  base  u  nor- 
malement  au  íront  F, 
etcoupé  obliquement 
par  le  suivant  F'. 
L'angle  de  ces  deux 
])lans  étant  lui  mème 
inlininienl  petit,  nous 
pouvons  supprimer, 
au  moveu  d'une  Iron- 
cature  opérée  j)ar  un 
plan  parallcle  à  F, 
un  élément  du  (pia- 
trième  ordre.  Le  vo- 
lume de  7.'  será  alors 
le  pi'oduit  de  n  par 
Fig.  9  la  haulcur  nn'  (fig.  !J). 


Celle-ci  peut  s't'valiier  en  fonction  de  Tare  de  la  directrice 
í/á- =  MM',  au  nioyen  des  triaiiíí^Irs  scinblables  CMM',  V.nn'  for- 
mes par  deux  rayons  de  coiirbure  const-cutils  de  cette  lif;ne.  Je 
designe    leur    lougueiir   par   o.    Lcs    trianglcs    donnent   alors   la 


proportion 

ds  p 

II  vient  donc 


nn'  =  í  1  -f-  -^  )  (Is 


\  {'/  "         P        "' 

De  la  eette  formule  fondanientale 

(30)  nu=(^n,+  '^)ds, 

qui  relie  les  n  aux  vi,   pour  passer  des  aires  de  la  génératrice 
aiix  volumes  de  la  surface  à  frout  généraleur. 

54-  Nous  apporlerons  ici  une  simplificalion  essentielle  en 
nous  fondant  sur  la  condition  qui  domine  toutes  nos  théories, 
à  savoir  la  similitude  incessante  des  seclions  génératrices. 

Marquons  sur  la  directrice  un  point  arbitrairement  choisi, 
mais  dorénavant  iminuable.  Je  le  désignerai  toujours  par  la 
lettre  I,  et  ses  coordonnées  par  /i,  0|.  A  moins  d'avertissement 
contraire,  nous  adopterons  ordinairement  pour  ce  point  Tinter- 
section  de  la  courbe  par  Taxe  polaire  (6i=0);  et  nous  pren- 
drons  comme  unité  de  longueur  (ri  =  1)  le  segment  ainsi  inter- 
cepte sur  cet  axe. 

Les  dimensions  linéaires  de  la  section  variable  U  de  la  géné- 
ratrice,  sont  a  celles  de  son  passage  Ui  par  Ia  trace  I  de  la 
directrice  sur  Taxe  polaire,   dans  le  rapport  de  ç)(0)  ;i  ©(ôj),  ou 

en  abrégé  — ^.   Les  éléments  superficicls  scront  dans   le  rapport 

?i 
des  carrés.  Oií  aura  donc 


f  T     f  f 

't'1    ■- 


c*est-à-dire 


(31) 


n 


Désignons  par  t)./^.  le  facteur  conUant 


\^k^ 


9i'^- 


cfiii  ílépend  de  /,   mais  nullement  de  0.    Nous  poiírrons  alors 
écrire  simplemeiíl 

et  la  formule  fondamentale  (30)  deviendra 


(32) 


nk-  (!x,.  +  ^|x,+,,)'-:>HV. 


55-  Ceei  pose  daus  des  ténues  complètement  généraux, 
iutroduisons  des  hypothèses  pi-ogressiveiueut  restrietives. 

Daus  la  preuiière  partie  de  ee  méuioire,  uous  avous  envisagé 
des  surfaces  vectorielles  du  premier  ordre,  eu  supposaut  que  ^(0) 
ue  soit  auti'e  que  le  rayou  veeteur  lui-uième  K(0)  de  la  dire- 
etrice.  Nous  aj)pclIerous  plus  g^éuéraleuieut  surfaces  vectofielles 
(Pordre  p  celles  pour  lesquelles  les  diuieusious  de  la  géuératrice 
varieut  couuue  la  puissauee  p  de  ce  rayou  veeteur.  Nous  pren- 
drons  ;i  cet  eflet,  sans  uous  embarrasser  de  coefficients  cons- 
tauts 


(33) 


ç(e)  =  7-1'  ^  vp(d) . 


Cet  ordre  /j  seia  ordiuairement  eutier  et  positil-,  mais  il  peut 
tout  aussi  hieu  devenir  fi-aeliouuaire,  iucouiiucusurahlc,  ou  uicuie 
uéi,^uir. 

Pour  />  =  1 ,  uous  relrouverous  les  surfaees  ;i  propreineut 
parler  veetorielles.  Eu  íaisaut  ^j  =  O,  ou  aura  eu  parliculier  les 
suifaces-lubes,  pour  lesquelles  la  sectiou  uormale  ;i  la  directrice 
reste  eonstante. 

Avec  une  vectorielle  d'ordre  quelconque  p,  la  formule  fon- 
damentale (32)  deviendra; 


(3i) 


Vi 


>h 


',=-(^|'-/.-f— |Jt;^+i)F(H%^.. 
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56.  Abandonnous  le  caractere  vectoriel,  en  reiídant  ;i  tp 
toute  son  indépcndance;  mais  particularisons  Ia  directrice,  en 
adoptam  Ia  spirale  logarithniiqiu; 

(35)  F  =  e^\         F'  =  AeA'^, 

, ,Ae 

eis  =  dd  /F2+  F'2  =  -; dO  , 

sina 

3 


P  =  F2-[-~2F'2  — FF"  ^  sin« 


L'équation  fondamentale  (32)  devient  alors 


©  sin  a 


(3  6)  nu  =    lu-  +  -^— >r-  IVc+i    t''+'^  -^ df) 


e 
aO 


AÍ) 


aO 


— —  H  -V  911/í+i )  ?''+-  í/^ . 
sin  a  '         / 

57.  Réunissons  niaintenant  les  deux  caracteres  (|iu  vicnneiit 
de  nous  occiíper:  directrice  spirale  et  similitude  veclorielie 
d'ordre  p.  II  viendra,  en  rendant  à  cp,  dans  la  formule  (36),  sa 
valeur  (33)  # 

/  ei""^^^  \  o       ^^^^^ 

=  /4^4-^í;'-1)aO         \  ,W-2)/)+1]aO  ,/0  ^ 
\  sin  rt  '  / 

On  peut  aussi  mcttre  ce  résultat  sous  une  autre  forme,  en 
introduisant  Ia  diíférentielle  dr  au  lieu  de  dd 

,        cos  a     .  íi   ,, 

dr  =  ^-. e^"  dd  . 

sHi  a 

II  vient  ainsi 

w/  =  (ix/c  +  /■''"*  sin  a  .  \iicMi) ^''  • 

Pour   une    vectorielle    ordiuaire    (y;=l),    ces    deux    formules 


Vi 


deviennent 


\  sm  a  I 


./i+2 


(37)  7í/t  =-  ([j./,  +  [XAu-i  sin  lí) dr 

'  cos  a 


Volume 

58.  l-a  reclicrclie  du  volunif  \'  se  fera  cn  supposaiU  A- =  O 
dans  les  formules  générales  du  §  A  III. 

I^renons,  ainsi  qu'il  a  été  dit  (N"  54),  le  point  fixe  I  sur  Taxe 
polaire  en  supposaiit  6i  =  O,  avec  des  coefficient.s  d'homogénéité 

tels  que  o{P\)=  \.  Dans  ccs  condilions,  |j.^j,  ou  - — %r  ■>  ^^'  réduit 

à  Taire  Ui  que  presente  la  section  génératrice  lors  de  son  pas- 
sage  en  í. 

Quant  à  (xi,  c'est  alors  le  momcnt  Uj  ^'i  de  cette  aire  par 
rapport  à  la  verticale  de  I,  en  appelant,  pour  cette  situatlon 
spéciale,  í'i  Tabscisse  (prisc  par  rapport  a  I  dans  le  front  nor- 
mal Fi)  du  centre  de  gravite  de  Taire  Uj. 

De  son  cote  7?,,  est  le  volume  r/V  de  la  tranche,  et  la  for- 
mule générale  (32)  devient  dans  ces  conditions 

(38)  í/V=('l+-Í^',')  UiçVA-, 

c'est-'a-diie  nnalement 

(3»)     '^^  =  W^^  ^^^^  +  F'2)^+  ^',ç  (F^  +  2F'2  _  FF")] . 

Le  problcine  se  irouvc  ainsi  ramenc  aux  quadialures. 
Envisageons  queUpies  applications. 

59.  Sur^dcií^  de  rivolulion.  —  ISous  nhiirndrons  une  vcrilica- 
lioii  en  |)r(iiaiil  coninic  ilireclrice  un  tercie  concentii(|ue  à 
Torigine 

1.  =  1  ,         F'  =  F"  =  O  , 
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avec  une  génératrice  constante 

La  formule  (38)  devient: 

,/V  =  (1  +  ç'i)  Uk/G  ,         V  ==  (1  +  ^'i)  LiO . 

Or  í'i  désij^ne  la  dislance  du  centje  de  gravite  de  Taire  géné- 
ratrice Ui  à  la  trace  I,  et  par  suite  1  +  z,'i  sa  distance  a  l'axe 
de  rotation.  Le  produil  (l-rq,'i)d  est  donc  Tare  íle  cercle  dé- 
crit  par  ce  centre  de  gravite  pendant  que  Paire  li  engendre 
un  onglet  de  ce  corps  de  révolution.  INous  relrouvons  ainsi  le 
tliéorème  de  Guldin. 

60.  Surfaces-tubes.  —  Conservons  la  génératrice  constante 
cp  =  1 ,  mais  avec  une  directrice  quelconque.  La  formule  (38) 
s'écrira 

si  nous  appelons  3  Tangle  de  contingence  de  cette  courbe.  On 
aura  d'après  cela 

V  =  U,.s-  +  U,í',£. 

Le  volume  de  la  surfacc-tube  s'expiimc  donc  par  la  somme  de 
deux  autres,  a  savoir:  1**  le  produit  de  Paire  constante  par 
Pare  que  décrit  sur  Ia  directrice  celui  de  ses  points  qui  guide 
le  mouvement  normalement  à  cette  courbe;  2°  le  produit  de 
cette  mème  aire  par  1'arc  de  cercle  que  décrirait  son  centre  de 
gravite  en  tournant  de  Pangle  total  de  contingence  autour  de 
Paxe  mené  par  le  point  décrivant  perpendiculairemcnt  au  plan 
de  la  directrice  (*), 

61.  Surfaces  de  gyration. — .le  designe  ainsi  les  surfaces  en- 
gendrécs  par  la  rotation  d'un  profil  niéridien  dont  un  point 
décrit  un  cercle,  mais  qui,  au  lieu  de  resler  invariable,  con)me 
pour  les  corps  de  révoiíilion,  se  modifie  liomotlu''ti(picmcnt  par 
rapport  à  ce  point  d'après  la  loi  ^(0). 

Frenons  pour  unité  le  rayon  o  du  cercle  qui  sert  de  dire- 
ctrice.  Son  are  ck  será   mesure   par  (/d,   et  la  l'o)-mule  (38)  de- 


(')  Voy.  le  mi-moirc  de  M.  K<i;nh;s  sur  les  surfacoa-tuyaux. 
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viendra 

^V  =  (H-^'i9)Ui9Vô, 

dou  cn  intégrant 

V  =  Ui  /  f{Q)cio  +  u,  Ç'i  /  f{d)dQ . 

Je  ne  in'arrcteral  pas  ;i  des  applications  parlioulières. 

62.  Spirales  sinusóides.  —  Envisageons  comme  directrice  la 
spirale  sinusóide 

/■"  =  C«  cos  nQ  , 
d'ordre  quelconque  n 

1  1-1 

F  =  C  cos  "  n6  ,  V  =  —  C  cos  «      nÔ  sin  nb  , 

l_i 

/F2_^F'2  =  Ccos"      nd. 

Nous  laissojis  la  géiiératrice  quelconque.  Toulefois,  pour  sim- 
pliíier  les  resultais,  nous  la  supposerons  centrée,  c'est-à-dire  dé- 
crivant  la  directrice,  soit  par  son  centre  de  gravite  lui  niènie,  soit 
par  la  projection  équatoriale  de  ce  point.   En  un  niot :  ^{  =  0. 

Nous  adniettrons  en  outre  la  similitude  vectorielle  d'ordre 
quelcon([ue  p.   La  relation  (^38)  donne  alors  : 


d\=\]i[-^  ds. 


*0         2p-n-}-l 

V  =  UiC   I    cos"n"~ne.</e, 


r 


en  intégrant  depuis  Taxe  polaire  (6  =  0,  /•=C)  jusqu'a  un  azi- 
mut  quelconque. 

On  peul  en  particulier,  lorsque  n  est  positif,  intégrer  jusqu'à 

6  =  7^— ;  ce  qui  corrcsi)ond  a   /  =0,  en  embrassant  une  demi- 
In  ' 

boucle  de  la  directrice. 

63.  Qucl  (pie  soit  Tordic  n,  nous  pouvons  réussir  Tintégra- 
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tion  en  employant  une  loi  vectorielle  toujours  la  mcnie,  à  savoir 
la  variation  des  diniensions  de  la  génératrice  en  raison  inverse 
de  la  moyenne  géoniétrique  entre  le  layon  vecteur  et  la  lon- 
gueur  qui  sert  d'unité. 

Cet  énoncé  donne  en  eíTet: 

1  2p-n+í 

V  =  LiC        -  = Logtang  (—-  +  —. 

J      cos  7id  n  \  2         4  / 

On  peut  notamment  appliquer  ce  résultat  aux  direclrices  três 
simples : 

n  =  — 2  ,   Hyperbole  équilatère,  rapportée  à  son  centre, 
—  1   ,  Ligne  droite  quelconqiie, 

— —  ,  Parabole,  rapportée  a  son  lover, 

+  — ,  Cardioide,  rapportée  li  son  rebrousseinent, 

+  1   ,   Cercle,  rapporté  à  un  de  ses  points, 

+  2  ,  Lemniscate  de  Bernoulu,  rapportée  ;i  son  centre. 

64.   Posons  maintenant 
(40)  Vl^±l_N,         (N+l)n-2^=l, 

J^^O  ir  ç      r*n() 

o  n    Jo 

Attribuons  par  la  pnsée  à  N  diverses  valeurs  déterniinées  arbi- 
trairement;  puis,  pour  chacune  d'elles,  faisons  varier  corréla- 
tivenient  n  et  p  de  nianière  ;i  satisfaire  par  leurs  couples  de 
valeurs  siinultanées  li  la  condition  (iO).  Si  nous  conservons  ii 
ra/iniut  d  une  méme  valeur  pour  íoriner  la  limite  de  Tintégra- 
tion,  Ton  voit  que  la  diírérentielle,  et  par  suite  Tintégrale  déíinie, 
resteront  identiíjues  pour  ces  diverses  bypothòses.  De  l;i  une 
iníinité  de  familles  (de  paramètre  IN)  composées  chacune  d'une 
infinité   de   surfaces   (de  paramètres  conjoints  n,  p)  lesquelles, 
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bicn  que  prorondément  diiréretites  les  unes  des  aulres  par  la 
forme,  présenlent  eette  propriété  remarquable  d'avoir  toutes, 
pour  le  inème  aziniut  limite  6,  uti  mème  volume,  dont  la  valeur 
ne  varie  que  d'une  famille  ;i  Taulre  avcc  N. 

On  pounait  mème,  toutes  les  fois  que  N  recevra  une  valeur 
commensurable,  employer  TanaUse  indéterminée  du  premiar 
degré  ;i  cherclier  pour  n  et  p  des  systèmes  de  valeurs  enlières 
(pii  satisfasscnt  a  l'(''(|ualion  (iO),  de  manière  a  obtenir  des 
spirales  sinusóides  et  des  lois  vectorielles  sinqiles. 

Les  systèmes  de  valeurs  de  n  et  p  qui  satisfont  à  la  eondi- 
tion  (40)  pour  une  famille  déterminée  IN,  se  groupent  deux  par 
deux  pour  des  valeurs  de  n  égales  et  de  signes  contraíres.  Elles 
oorrespondent  à  des  spirales  sinusóides  transformées  l'une  de 
Taulre  par  ravons  vecteurs  reciproques,  et  respectivement  as- 
sociées  aux  lois  vectorielles 

(N+l)n— 1              ,           (N+t)w  +  J 
P- õ '         P- o ' 


qui  satisfont  ;i  la  relation 

II  s'attacliera  de  mème  un  intérèt  spècial  aux  familles  d'or- 
drc  IN  entier  et  de  signe  (pielconque;  car  rintégration  peut  alors 
toujours  s'eírectuer  entièrcmeut  par  les  mètliodes  classiques. 
J'indiquerai  a  cet  égard  les  cas  les  plus  sinq^les. 

65.   Supposons  en  prcmier  lieu 

N  =  0;         P--^^  ;,  =  2;>+l; 

et  considèi-ons  comme  exemple  dans  cette  famille  le  cercle 
passam  pai-  le  pòle  (/i  =  l).  11  s'ensuit:  /;^0,  c'est-;i-dire  la  loi 
vectorielle  des  suriaces-tubes.  On  obtient  ainsi  un  anneau  en- 
gendre par  la  révolution  d'une  aire  quelconque,  dont  le  centre 
de  giavilé  parcourt  un  cercle.  La  formule  (iO)  donne  alors 

v-:Li(:o. 

Dans  cctte  expression  C  designe  le  diamctre  du  cercle,  et  6 
Tangle  inscrit.  (>6  est  donc  Ic  produit  du  rayon  ])ar  I  angle  au 
centre,  c'est  a-dire  Taic  du  ccicle  direclcur.   l)'aillcurs  l  j   rc- 
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presente  Taire  géiiératrice.  On  retrouve  done  le  théorème  de 
Gui.uiN. 

66.  Soit  en  sccond  lieii 

1  ,     l 

„  n 

Coiiinie   preiíiier  exemple  dans  eette  seeonde  ("ainille,  coiisi- 
dérons  la  parahole  rapporlée  a  sou  foyer 

n  =  -i,         ^'  =  -1;  V^2UiCsin-. 

La  similitude  de  la  sectiou  géuératrice  doit  alors  se  régler  en 
raison  inverse  du  rayon  focal.  Si  Ton  étend  rintégration  jus(pi';i 
6=^::,  il  vient  pour  Ic  volume  du  demi-solide  incléíini 

V'  =  2iUC, 
et  pour  le  corps  entier 

V"=41J,C. 

Prenons  commc  second    exemple  de    cetle    mème   lamille   la 
cardioide 

surface-tube  dont  la  directrice  est  conjuguée  de  la  precedente 
par  rayons  vecteurs  reciproques,  et  donne  les  mèmes  formules. 

67.  Envisageons  c.icore  la  famille  de  surfaces 

^  =  2;         p  = ^ ,  n=^-í— ■', 


V  - 1 


==^U2nO -sin  2 íiO).    ' 

An  ^ 
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Conimc  prcmier  exemple,  pienons  le  cercle   passant  par  le 
p(Me 

La  suiTacc  cst  purement  vectorielle,  et.  nous  relrouvons  Tanneau 
vai-iable  ;i  scction  nornialc  (N°  18).  Le  volume  du  corps  entier 
(])our  d  =  z)  est  le  suivant 


c'est-à-dire  le  produit  de  laire  génératrice  par  la  inoitié  de  la 
circonfércnce  directrice. 

La  surface  conjuguée  será,  cii  changeant  le  signe  de  n 

n  =  —{,         j)  =  —  2. 

Sa  directrice  est  une  ligue  droite.  Lcs  dimensions  de  la  généra- 
ti'ice  vai-ient  cn  raisoii  inverse  du  carré  du  ravon  vecteur,  et 
par  conséqueiit  son  aire  cn  raison  inverse  de  la  quatriòme  puis- 
sance.  Le  solide,  quoiquc  infini  en  longueur,  comme  celui  que 
nous  avons  dérivé  de  Ia  parabole,  reste,  ainsi  que  ce  dernier, 
de  volume  fini,  represente  par  la  formule  precedente, 

68-  .le  prendrai  une  dcrnière  application  parmi  les  valeurs 
négatives  de  N.  LMiypolhèse  N  =  —  1  serait  précisément  celle 
qui  a  pcrinis  de  réussir  Tintégration  (N"  63),  pour  une  valeur  tout- 

à-fait  (piclconque  de  «,  avec  la  loi  spéciale  p=  —  -—.  II  n'y  a 
pas  à  y  revenir. 

Passons  donc  à  la  valeur 


n=^-(2/)-rl); 

iC 


tans:  nu . 


^0    cos- na  n 

Coninic  |)r('mier  exemple  dans  ccttc  dcrnière  raniillc.  cnvisa- 


gcons  Ic  ccrclc 


n  =.  1  ,         />  =  -  1  ;         V  -  LiC  tang  d  . 
Lcs  dimensions   de   la   "cncralricc   vaiicnt   cn   laison  inverse  du 
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rayon  vecteur:   et  l'on  obtient  une  sorte  de  eonque  évasée  en 
forme  de  cor.   Son  volume  total  serait  iníini ;   mais  on  peut  le 
dédiíire  de  la  formule  precedente  pour  un  azimut  poussé  aussi 
prés  que  l'on  voudra  de  z. 
La  íigure  conjuguce 

71  =  —  1  ,  p  ~0  , 

correspond  a  une  directrice  rectiligne,  avec  section  constante. 
Cest  donc  un  cylindre  quelconque  a  bases  parallcles;  et  son 
volume  connu  nous  fournit  une  vérification  de  la  formule  pré- 
cédentç. 

69.  Surfaces  nautiíoides.  —  Arrivons  enfin  à  Tobjet  principal 
de  ces  études :  les  surfaces  nautiíoides,  à  front  normal,  diic- 
ctrice  spirale  et  similitude  vectorielle  ordinaire  [p  =  1).  La  géné- 
ratrice  reste  quelconque;  et  c'est  ;i  titre  particulicr  que  Ton 
pourra  invoquer,  pour  le  nautile  à  front  circulaire  normal 
(N°  49),  le  résultat  general  que  nous  allons  formuler. 

La  relation  (37)  donne  alors,  pour  /  =0 

a\  =^  n,.  =  ([>.(.  +  iJ-i  sin  a) • 

"  cos  a 

d'oii  (*),  en  intégrant  ;i  partir  du  pòle  (/—O). 

V  =  -^-íí^— (l+^',sin«)r3. 
ò  cos  a 

11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  formule  totalise  le 
volume  de  toutes  les  spires  consécutives,  qui  parfois  se  |)éné- 
trent  mutuellement  dans  une  mème  portion  de  Tespace.  Mais  il 
est  facile  de  s'aírranchir  de  cette  complication.  II  sullit  a  cet 
égard  de  se  limiter  a  Tévaluation  d'un  tronçon  d'amplitude 
inférieure  à  2::.  II  será  Ia  diflérence  de  deux  expressions  sem- 


(')  Dans  cette  formule,  et  toutes  les  suivantes  relativos  aux  surfaces 
nautiíoides,  a  disparu  riiomogénéité,  que  nous  avious  au  contraire  mise  eu 
évidence  pour  les  spirales  sinusóides;  attendu  que  Téquation  (35)  do  la 
spirale  logarithmique  suppose  que  Ton  a  pris  pour  unitó  la  longucur  01 
intcrceptéc  sur  Taxe  polaire. 
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Ijlablcs  à   la   precedente;   et  dans  cette    soustrartion    la    partle 
coinpliquée  aura  ideiitiquenient  dispam. 

Siipposons  en  particuliei*  une  ^énératricc  centréc  sur  la  ver- 
tieale  du  pouit  déeilvant  (ç'i  =  0).  II  vient  alors  plus  simple- 
ment,  pour  le  volume  coinpté  a  partir  du  pòle 


Ui 


3  cos  a 
et  pour  un  troncon  limite  MM" 

y//  _  V'  =  (r"^  —  ?-'^)  =  - —  .      ^  ^  '  '   )  _ 

3  cos  a  cos  (7  3 

Or represente  Tare  s  de  la  spirale  loííarithmique  compté 

cosa        ^  ^  o  T        ,       r 

à  partir  du  pôle,    et  Uir^  mesure   la  section  U  au  point  quel- 
conque  M  de  rayon  /•.  On  peut  donc  écrire 


V"  _  y  =  (5"  -  s')    ^     ^-t  V  u  u 


D'après  cela,  le  volume  (Vun  Ironc  limilf  de  nautiloide  à  front 
normal  qvelconíjue,  mais  cenlré^  est  le  produil  de  Vare  de  spirale 
que  dícrit  le  cenlre  de  gravite  de  Vaire,  par  la  moyenne  arithmc- 
lique  de  la  grande  base,  de  la  petite  base,  et  d'une  moyenne  gto- 
mítrique  entre  ces  deux  bases. 


Centres  de  gravite 

70.  La  rcihcrche  du  cent)'c  de  í^ravité  (c'c.st-à-dire  celle  du 
nioment  du  premier  ordre)  se  fera  cn  supposant  dans  Ics  lor- 
mules  générales  du  §  VIII,  /==  1.  Les  coordonnces  de  ce  centre 
sont  en  eíTet  le  quotient  par  V  (dont  nous  possédons  mainlc 
nant  lexpression)  des  moments  Yjvx,  ^'^■y^  Si'r.  Nous  rcprc- 
nons  d'aiJleurs    une    cnlicrc  i;(''ucralitc  pour  les  trois  lonctions 
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Noas  poserons  cVabord  des  forimiles  fondamentales  (fig.  9) 
jc  =  Oyj  =  OM  cos  MOA  f  Mn  cos  (MOA  —  KMO) 

=  r  cos  6  -f-  ?  cos    6  —  (  — a\     , 

c'est-à-di?'e 

(41)  a7  =  /-cos0  +  ^sin(e  +  a), 
et  de  mème 

(42)  y  =  rsin0  — ?cos(6-f-«). 

Prenons   d'ajDics   rela   le   inonient  relatif  au  plan  YOZ,  qiii 
nous  fournira  Tabscisse  du  centre  de  gravite  (*j,  . 

dUvx  =  r  cos  6—v-\-  sin  [6  -\-  a)  Er^  =  /i^^r  cos  -6  -f  n\  sin  (6  --}-  a) 

=  (  Wq  H I  r  cos  Qí/s  -|-  (  mi  +  --  j  (sin  0 .  (/s  cos  a  -|-  cos  0 .  d.s  sin  a) 

=  ( |J.Q  -{-  -'-  |JLi  I  o-/'  cos  0(-/.s-  -}-  ( 1^-1  +  -^  [J-2 )  'f  ^  (df  sin  6  4"  ''  cos  O  (/6)  . 
Nous  aurons  donc,  en  divisant  par  6 


(4  3)  --^  Xyjp  =  {x^,  ©2/.  (.Qs  9 


^7-  Lyjp  =  a.,  ©-/•  cos  ti  — 7- 


+  [xi'^3  í _  cos  0  — -  +  r  cos  0  +  -^  sin  0  ) 
\  p  í/C/  «Éí  / 

+  l).'i'^'*  i/cosd-\--jT-  sin  dj . 


(')  Je  crois  devoiv  signaler  à  rattention  que,  daiis  ccttc  formule,  et 
poui-  un  grand  nombre  des  suivíuites,  le  signe  de  somniation  i!  8'étend 
dans  le  premier  membre  à  tout  rcuscinble  dii  corps  considere  et,  dans  le 
second,  sculement  à  la  tranche  infinitésimalc.  ("est  au  fond  le  (?X  du  pre- 
miei- membre  qui  équivaut  aux  X  du  second;  les  deux  inembrcs  des  équa- 
tions  se  rapportant,  bien  entendu,  au  même  système  matériel. 


M 


On  trouveralt  par  une  marche  semblable  (42) 
(44)  ^Lvy  =  i.,f-rsine^ 


-\-\i.\o^\  —  sin  6— ^  +  r  sin  6 jr^os  6)] 

\  p  f/u  (tu  / 

H- 1^-2^*  {''  sin  O cos  61 . 


71.  Envisageons  en  troisiòme  lieu  Tallitude  z.  II  vienl  à  cet 
égard  (N"  54) 

(HIVZ  =  ^Uz(í  H  -  ^\  (Is  =  ds^UZ  -\-  —  Y.UZ^r. 

\        9/  9 

Nous  avons  represente  ci-dessus  par  mi,  m^,  ...,  les  intégrales 
Sw^,  Sw^-,  .  .  . ,  fonctions  de  la  seule  abscisse  ^  de  Télénient  u. 
Désig-nons  de  nième  par  /i,  /j,  ..,,  les  intégrales  "Zuz,  ^uz^,..., 
fonclions  de  raltilude  z  imiquenient;  et  encore  par  l'^  Tinté- 
grale  '^uzç  íjui  dépend  ;i  la  fois  des  deux  coordonnées.  Ces 
symboles  représentent,  au  nième  titre  que  les  précédents  m, 
des  quantités  qui  doivent  ètre  considérées  coninie  connues 
d'après  Téquation  de  la  génératrice  (§  XIV). 

De  ])lus  nous  poserous,  conime  au  N*^  55,  cn  nous  rapportant 
au  inénie  point  arbitraire  I 

■4  =  ^(4).=Ví"+^       Xt^i^L. 


II  viendra  dans  ces  conditions 

(45)  ^S..^(>.+1>/.), 


3^ 

(/d 


En    substituant  dans  les  formules  générales  (43),  (44),  (45), 
les  expiessions  classiques  de  —t^  et  o,   nous  iiosséderons   donc 

(W 

en  íonction  de  6,  (p,  F,  F',  F"  les  dérivées  par  rapport  a  6  des 
moments  relatifs  aux  trois  plans  coordonnés,  et  le  problème  se 
trouve  ainsi  raniené  aux  quadraturcs. 

72-   Altachons  nous  spécialement  au  cas  des  surfaces  nauti- 
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loides,  pour  lesquelles  nous  avons 

yw  =  1  ,  '^  =  F  , 

CIO  do        sin  a  '        sin  a 

II  vient  alors  (43),  avec  une  valeur  constante  pour  a 

(H^vx  ,  cos  6    ,        ,  I ^         .   ,    cos  a    .    ,\ 

— 7Z —  =  I^n'*  — ^ +  !^l'  *    ~  «-"OS  O  +  — ^ sin  o 

cif)  sin  a  \  sni  a  / 

,    .        /        ,   ,    cos  a     .     .\ 

+  \W*  sin  a  l  cos  o  -j : sin  O    , 

\  sin  a  ) 

et  par  suite: 

'Zvx  =  ( -í*^ h  1X2  )  cos  a   I    e^A^^  sin  b  db 

\sinfl  /  J_oo 

+  (-í^ — h  2!xi  -L  [J.2  sin  «^  I    e^AO  ^.os  6  f/ô  . 

\sin«  /J—-r. 

Rien  ne  serait  plus  facile  que  de  transcrire  le  résultat  de  ces 
intégrations,  qui  sont  classiques;  mais  nous  pouvons  en  sim- 
plifier  Texpression  de  Ia  manière  suivante. 

Le  centre  de  gravite  du  volume,  étendu  depuis  le  pòle 
jusqu'au  front  normal  mené  par  le  point  décrivant  M.  d'azi- 
mut  b,  fait,  d'après  la  similitude  íbndamenlale,  partie  de  Tédifice 
géométiique  dont  ce  point  est  le  direcleur.  II  suffit  donc  de 
déterminer  la  position  de  ce  centre  dans  Tédifice  poui'  un  seul 
instant;  par  exemple  pour  le  point  de  repère  I,  qui  a  été  choisi 
sur  Taxe  polaire.  Le  centre  G  occupera  ensuite,  par  rapport  au 
lerminus  quelconque  OM,  une  position  homothétique  de  celle 
que  presente  ce  dernier  Gi  relativement  à  01. 

En  un  mot,  il  nous  suffit  d'intéi,n'er,  non  plus  de  —  v:^  à  6, 
mais  de  —  oo  a  zero.  Ces  (juadratures,  qui  onl  naturellement 
dcs  expressions  plus  simples  que  les  precedentes  sont 


í4a0  sin  b  db  = 


1  +  1  •")  cos^  a 


e^^"  cos  b  db  = 

C 

Voi..  III  —  N.»  2 


1  +  15  cos^  a 
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et  nous  donnent 

(1  +  1  5  cos-  fl)  (iIt'J7)i  =  —  sin^  a  cos  a  [ -\ —  +  as ) 

+  4  sinacosaí    .  --  +  2ai  +  112  sinal, 
\sina  / 

c'est-à-dire  finalement 

(1  +  15  cos^  d)  (Svjc)i  =  4|Xp 
4-  Hl  sin  a  (8  —  cos  á)  -\-  \\.^  sin  a  (4  sin  a  —  1 ) . 

On  irouvera  de  inènie  (44) 

(1  +  15  cos'  a)  (-i'y)i  =  —  'i,,  sin  a 
—  2|xi(I  +cos^fl)  — |i-2  sina(l  +  3  cos^a) . 

En  ce  qui  concerne  le  tioisiènie  monient,  il  nous  vient  (45) 

d  -' 

-,-  Svj:  =  (Xi  +  X 2  sni  a) 


db  cos  a 


„  Xi  +  )w'2sina   i    \,fi   ,«  sina      ..      ,  .,     ,      s    .Afi 

"Lvx  =  -^ — e'^''"dd  =  - ^j— (Xi  +  X'2  sin  a)  g*AO  , 

cosa        J —<x>  4  cos' a 

et  en  particulicr  pour  le  point  I 

{2^vz)^  = ^ —  (kl  +  À  2  sni  fl) . 

^       '         4  cos- a 


§X1 

Lieux  géométriques  de  centres  de  gravite 

73.  l'i'()|)()S()ns  nous  la  rechei'c'lie  du  lieu  i;éoniétrique  du 
centre  de  f;ravité,  lorsíjue  vicnt  l\  se  inouvoir  le  point  décri- 
vant,  tenniiiiis  d'un  troncon  variable.  Nous  distin^iierons  a  cet 
éfjard  trois  problèines  dillerents. 

pSoiis  pouvons  en  eflet  envisa^er:   1°  le  lieu  du  ccntie  de  gra- 
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vité  Y  de  Taire  génératrice  sans  épaisseui  l'  comprise  dans  le 
plan  de  front ;  2"  celui  du  centre  de  gravite  ^  du  trone  de  cy- 
lindre  iníiniinent  niiuce  d\  conipris  entre  ce  Iront  et  le  suivant; 
3"  ou  enfin  celui  du  centre  de  ^-^ravité  G  du  tronçon  (ini  V  ren- 
fermé  entre  une  section  fixe  et  un  Iront  variable,  Abordons  suc- 
cessivement  ces  trois  questions. 

74.  Jappellerai  /',  6  ,  z'  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vite Y  de  Paire  sans  épaisseur  de  la  section  génératrice.  11  se 
trouve  determine,  dans  le  plan  de  front  lui  mème,  pai'  cette 
altitude  z'  et  son  abscisse  ^'  relative  au  point  directeur  M 


(46) 


mi 


Hl  '^"* 


IM 


i^o 


Marquons  par   ■{^^  sur  la  figure   10  Ia  projection  équatoiiale  du 
centre  de  gravite  y  de  i'espace. 


Fig.  10 
Le  triangle  OMy  nous  donne  en  premier  lieu 

ÕYo  =  ÕÃi^  -f  My?  —  2ÕM  •  Rrío  •  cos  O^Yo- 

On  a  d'ailleurs 

zdd  _  F 

ds  ^/pãTjTpvá 


cos  OM  Yo  =  —  ■'''"  ^  — 
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II  vieiíl  (loMc 


(i7)  r'  =  Y/r2  +  ^'M-2ra' 


/pa  _|_  p/2 


En  rcinplaçaiil  r  par  F,  et  ^'  par  l'expression  (4  6),  noiís  aurons 
celle  de  /'  en  íbnclion  de  6. 

Le  mèine  triaiiíjlc  donne  en  sccond  lieu 


'O' 


sin  MOfo         sin  OM^q 

i"'est-a-dire 

(48)        sin  (f) -6')^^  cos  «  =  _>_-_  =  -:!-     ^  • 

^     ^  ^  -^        /■'  /■'     f/s         r'     y/p2_|_p'2 

En  substituam  pour  c;'  et  /'  les  valeurs  (ií!)  et  (47),  nous  obti- 
endrons  celle  de  b'  en  fonclion  de  6. 

L'éliininaLÍ()n  du  paraniètre  6  entre  les  expressions  (47)  et 
(48)  fournira,  avec  les  coordonnées  polaires,  /',  6',  1'équation 
du  lieu  í^éométrirpie  de  la  projection  équatoriale  -{q  du  centre  -f- 
Quant  ;i  raltitnde  z  de  ce  dernier,  elle  participe  a  la  simili- 
tude <^t''néi'ale  dont  le  rapj)()rt  régulateur  est  o.  ()n  a  donc,  en 
se  repcrant  au  point  1 

z'        '^  (6) 


zi         çf(o) 

Kn  adjoij^nant  cette  relation  aux  deux  precedentes  (47)  et  (48) 
pour  Téliniination  de  6,  1'on  obtiendra  entre  /■' ,  6',  z'  les  deux 
cquations  du  lieu  f;conictri(pu^  du  centre  de  i^ravitc  y  dans 
1' espace. 

75.  1'assons  au  second  problèuic,  en  euvisayeant,  a  ia  place 
de  f ,  le  centre  de  gravite  g  du  volume  de  Ia  tranche  infinitési- 
niale. 

Dcsignons  j)ai'  /' ,  6",  z"  ses  coordonnées,  et  par  í"  son  abscisse 
daus  la  section  froutale  par  rapport  au  ])oint  directeur  >í.  Si 
Tom  rcniplacc,  sur  la  liguie  10,  y,^  par  ^'^^j,  projection  de  ^,  il  n'y 
aura  licu  ii  clianj^cr  poui-  la  marche  des  calculs,  si  ce  n'est  que, 
daus  la  iclaliou  ( í  (>),  les  iiUcgrales  w,  relatives  it  Paire  sans  cpais- 
scur,  doivcnt  clre  rcuiplacées  par   les  n,   qui  se  rap])()rU'nt  au 
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7«2 

^0  ^      .     ^1  ,,    ,.2_L    I^»'-P'  !^0P+I^1? 

^0   '  "TT        "o  Y 


o 


p 


En  substituam  (49)  ;i  (4G),  oii  n'aura  qu'à  conduire  des  élimi- 
nations  semblables  poui"  obtenir  entre  (/',  6'),  ou  entre  (/",  6",  z'') 
les  équalions  respeetives  du  lieu  géoniétrique  de  ^^  sur  1'équa- 
teur,  ou  de  g  dans  Tespace. 

76.  La  niodification  será  plus  profonde  pour  la  troisiènie 
question.  En  eflet  G  ne  se  trouve  plus  dans  le  plan  de  front, 
comme  g  et  conime  ■,'.  Nous  appellerons  (/'",  6'",  z' ')  ou  (a;'",  y'" , 
z'"),  ses  coordonnées. 

Une  première  métbode  consistera  siniplement  ;i  éliniiner  6 
entre  les  expressions  qui  nous  sont  connues  (43),  (44),  (45)  et 
(39) 

V         -^         v 

En  les  envisageant  toutes  les  trois  ;i  la  fois,  on  obtiendra  les 
deux  équations  du  lieu  de  G  dans  1'espace.  Si  l'on  se  borne 
aux  deux  premières,  elles  íourniront  celle  du  lieu  de  sa  proje- 
ction  Gq  dans  le  plan  de  1'équateur. 

Mais  nous  pouvons  d'autre  part  rattacher  cette  recherche  à 
des  aperçus  tout  diflérents. 

77.  Si  l'on  décompose  un  système  matériel  quelconcpie  en 
diverses  parties,  pour  condcnser  en  Icurs  centres  de  ii^ravité 
respectiís  leurs  niasscs  individuellcs,  on  consiiiue  |)ar  là  un  sys- 
tème fort  diflérent,  dont  le  centre  de  gravite  est  néanmoins  reste 
le  mème. 

Appliquons  ici  ce  príncipe,  et  condcnsons  au  centre  de  gra- 
vite g  de  Tune  des  tranches  élémentaires  sa  masse  í/V,  en  la  ré- 
partissant  sur  Tare  infinitesimal  í/.v"  qui  en  traverse  Tépaisseur 
le  long  du  second  des  lieux  géométriques  que  nous  avons  ap- 
pris  à  déterminer  (1N°  75).  Si  Ton  lait  cette  opération  pour 
toutes  les  tranches,  cette  ligne  s"  se  trouvera  transibrmée  en  un 
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système  matériel  de  densité  variable  —pj- ;  lequel  aura  le  mème 

centre  de  gravite  G  que  le  volume  du  tronçon  V  correspondant 
aux  inènies  limites. 

Or  la  formule  (38)  nous  donne 


'^V^(|io  +  |M|-)'fV5, 


en  fonction  de  6  et  df),  et  par  suite  aussi  en  6''  et  d()"  d'aprcs 
les  éléments  de  rélimination  relative  à  la  seconde  ([ueslion.  Larc 
ds"  nous  est  connu  de  mème  en  6''  et  d&'.  La  densité  le  será 
dono  de  son  còté  en  6',  ou  si  Ton  veut  en  5". 

Le  troisième  problème  se  trouve  ainsi  ramené  a  cette  autre 
recherche  d'ordre  general :  trouver  le  centre  de  gravite  d'une 
courbe  dont  la  densité  variable  est  exprimée  en  fonction  de  son 
are.  Les  coordonnées  de  G  seront  ainsi  oblenues  en  fonction 
de  v",  ou  de  6',  et  Télimination  du  paraniètre  auxiliaire,  con- 
duite  conmie  au  IS"  76,  en  fera  connaitre  le  lieu   géométrique. 

78.  Cette  méthode  peut  élre  employée  pour  les  surfaces 
nautiloides. 

A  la  vérité  la  remarque  invoquée  ci-dessus  (N°  72)  que  les 
centres  de  gravite  y»  g^  G  sont  lies  a  Tédifice  géométrique, 
suffit  alors  ii  nous  montre  a  priori  que  leurs  lieux  géométriques 
sont  des  cònhélices;  mais  nous  ne  saurions  nous  en  tenir  à  ce 
simple  aperçu,  et  nous  poursuivrons  leur  détcrmination  com- 
plete. Je  me  bornerai  toutefois  à  la  reclierche  du  lieu  G,  qui 
exige  la  connaissance  préalable  de  celui  de  g\  mais  nous  ne 
nous  arrèterons  pas  au  lieu  géométrique  de  fi  qui  s'obtiendrait 
d'une  manière  toute  scmblable. 

Nous  avons  d'aprcs  les  formules  (35),  (49),  (47) 


|J-i  +  |Jt2  sin  a 


,•11  ^ 


J^ÍL_  4_  1^0  +  1^1  *^i"  ^  N  +  1^1  sm  a 

1  1^1 
sm  a 

si  nous  employons  Tabréviation  j  pour  designer  le  radical 
y^V^(l'-o+l'-«*^"^"'H  (1^1+1^2  sina)*-f2(|JLfl -fui  sinfl)(|ii4-IX2  sina)  sina. 
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II  nous  vicnt  crautre  part  (i8) 

sin  (6*  —  6  ')  =  — ^  cos  a  =  — r—  (|i-i  +  l^-í  sin  «)  , 


6"  =  6»  —  are  sin 


; 


(|ii  +  ;j.2  sin  d) 


et  par  conséquent,  en  éliminant  H  entre  ces  deux  valeurs 
si  Ton  fait  pour  abrégcr 


o  =  are  sin 


cos 


S   «        ,  ,  .  N     I        ,  I  í  1  1 

■: —  ( IM  +  1J.-2  Sin  a)     +  tang-  a  Log    -^ — -. 


Le  lieu  de  la  projection  o-q  du  centre  de  gravite  g  des  tran- 
ches infinitésimales  est  donc  une  spirale  logarithinique  égale  à 
la  directrice,  mais  déviée  de  l'angle  o. 

Quant  \\  raltitude  x"  de  g,  elle  est  donnée  par  la  rormule 
suivante,  semblable  \\  (49) 


// 


d'oú,  en  reniplaçant  'O  par  r,  et  o  par  - 


sm  « 

k\  +  ^2  sin  « 
|1q  +  [J-i  sin  «  ' 


c'est-a-dire 


„         Xl  +  >t2  sin  «     A  j  "í"  +  .ur  sin  [^  ([^i  +  \^  sin  a)]  j 

•      [jlq  +  ixi  sin  a 

2"  est  donc  proportionnel  a  /",  et  par  conséquent,  dans  l'es- 
pace,  le  lieu  de  ^  est  la  cònhélice  qui  a  pour  équalion 

2"  =  (Xi  +  X2  sin  d)  r"  . 

79.     Cette   ligne    conservant    une    inclinaison    constante    sur 
rhori/on,  si,  après  y  avoir  reparti  la  niasse  des  tranches  qu'elle 
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Iravcrse,  on  rahat  verlicalement  toutes  ces  masses  sur  la  proje- 
ction  équatoriale,  on  constitucra  une  spirale  logarithniique  nia- 
térielle  possédant.  cn  lonction  de  son  propre  are,  une  loi  de 
densilé  identique  a  eelle  de  la  cònliélice.  Le  eenlie  de  gra- 
vite G  de  cette  dernière  se  trouvera  donc  sur  la  vcrticale  de 
celui  de  cette  spirale  logarithniique. 

Si  d'un  autre  cole,  cn  reprenant  sur  la  cònhélice  les  masses 
qu'on  y  avait  réparties,  on  les  transporte  horizonlalement  sur 
cette  verticale,  cette  opération  ne  changera  pas  le  centre  de 
gravite  cherché.  II  n'est  donc  autre  finalement  que  celui  de  cette 
droite  liétérogène.  Mais  les  ares  de  cònhélice  sont,  d'après  la 
constance  de  son  inclinaison,  proportionnels  à  ces  élénienls 
de  vcrlicalc.  La  dcnsiic  de  cette  dernière  suivra  donc  encore, 
en  fonction  de  l'altitude,  la  niénie  loi  qnc  celle  de  la  spirale  en 
fonclion  de  son  are. 

Or  Télément  infinitesimal  du  troisième  ordre  v  est  propor- 
tionnel  à  u(/s,  par  suite  a  rV/-,  ii  /'"^dr",  ou  encore  à  s"^Vs"q 
sur  la  spirale,  et  \\  z"~(/z"  pour  la  verticale.  La  densité  varie 
donc  sur  ces  deux  ligues  en  raison  de  s",^-  et  de  z"-. 

En  ce  qui  concerne  la  verticale,  1'altitude  z"'  du  centre  de 
gravite  G  s'obtiendra  d'après  cela  innncdiatement 


X' 


_  _  i!. ." 


í? 


d/i 


Quant  ;»  la  spirale  logaritlimique,  j'ai  traité  dans  une  autre 
occasion  {Comptes  rendus  de  V Académie  des  Scmices,  tome  cxi.n, 
page  1174)  de  la  recherche  du  lieu  géométrique  des  centres  de 
graviíé  de  cette  courbe  lorsque  sa  densilé  varie  en  raison  d' une 
puissance  (pu-lcoiupie  de  son  are,  entière,  IVactionnaire  ou  in- 
couunensiiiahlc,  positive  on  négative.  .I'ai  montré  alors  (*)  que 
ce  lieu  est  une  spirale  logarillimique  dont  j'ai  determine  les 
éléments.  .le  me  bornerai  ici  à  les  transcrire  pour  le  seul  cas 
qui  nous  occupe,  dans  lequel  Texposant  est  égal  à  2. 

Si  lOn  einploir  la  nolation  auxiliaire 

cot  [i  =  í  cot  a  , 


(')  Sons  ceitaines  rrservcs  rclatives  à  lexposant  uógatif,  qii'il  est  iuu- 
tile  de  rappeler,  puisque  ce  cas  nc  se  presente  pas  ici. 
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on  a  pour  les  cooidonnécs  horizontales  de  Gq 

x'"'  =  3r".sm,3cos(6"-,3), 
/'  =  .3/'"siii;j  sin  (6''  — 13), 

et  pour  le  lieu  de  ce  poiíit 


c'e.st-;i-dire  une  spirale  logarithmique  éj^ale  au  lieu  géométrique 

3  cosa 


de  gQ  et  déviée  de 


A  =  are  cot  (4  cot  a)  +  tang  a  Log 


V' sin^rt  -\-  I  6  cos^  a 


ce  qui  revient  finalenient  à  faire  tourner  la  directrice  de  l'angle 
^  +  A. 

Si  Ton  résolvait  numériquement  par  rapport  à  Pangle  a 
Téquation  transcendante 

^^  +  A  =  2kz  , 

on  détcrniinerait  ainsi  des  surfaccs  nantiloídes  spéciales,  dont  la 
directrice  (quelle  que  soit  la  génératrice)  contient  en  elle-niènie 
tous  les  centres  de  gravite  du  volume  croissant  ii  partir  du 
pòle. 

§XII 

Moments  d'inertie 

80.  La  recherche  des  moiueuts  d'inertie  se  (era  en  suppo- 
sant,  dans  les  formules  générales  du  §  YIII:  /i  —  2. 

Si  Ton  demande  le  momcnt  d'inertie  d'un  corps  par  rapport 
;i  un  axe  quelconque,  la  tliéorie  généralc  permet  de  passer  de 
cette  droitc  ii  une  autre  ment-e  parallèlcuient  par  le  centre  de 
gravite  (lequel  nous  est  connu,  §  X),  puis,  au  nioyen  d'une  opé- 
ration  inverse,  de  celle-ci  à  une  troisième  tirée  parallèlement 
par  l'()rigine  des  coordonnées.  Nous  pouvoíis  donc  nous  borner 
a  envisager  les  axes  issus  de  ce  pt)inl. 
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Eii  sfcoiul  lieu,  la  lliéoiic  géiu-rale  rattache  le  moincnt  diner- 
lie  relatií  à  une  semblabir  droite,  au  moyen  de  rellipsoide  de 
PoiNSOT,  ;i  révaluation  des  six  intégrales 

(  50)  ^V  if  +  Z2)  ,  ^V  (^2  +  ;v2^  ,  V^  (_^,  ^  ^2)  . 

La  recherche  des  deux  premières  peut  ètre  reniplacée  par 
celle  de  leur  soninie  et  de  leur  diílérence 

Nous  substiluerons  donc  aux  trois  premières  évaluatioiís  les  trois 
suivantcs,  qui  seront  plus  avantageuses 

De  là  six  questions  à  résoudre  successiveiuent. 

La  preinière  est  des  plus  simples.  11  vient  iuunédiatcmeul 

\         p/  p 

Si   donc   nous   employons   ces   notations   analogues  aux  prece- 
dentes (]\°  71) 

nous  obtiendrons  la  valeur 


(51)  _^v,,2^,,+^^(x2  +  lX'3)cp 


í/6' 


dans   laquelle   il  suffira  de  subsliluer  les  expressions  diflcren- 

tielles  de  o  et  -^  en  fonction  de  F,  F',  F'  nour  (lue  Ic  problème 
(16  ''111 

se  trouvc  lanicnc  aux  (piadratures. 


I 
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81.  Nous  avoíis  en  secoiid  lieu  (52),  (53) 

r/Ii.(a;2.f2/2^ 

=  S  I  [r  cos  d  +  q  sin  (6  +  «)]2  +  [/•  siu  0  -  ^  cos  (Ô  +  «')](, 

=  /-^Iv  +  2r  sin  a  St'^  +  -t-^^  =  n^r^  +  2ni/'  siu  a  +  W2  , 

c'est-a-dire 

r 

Nous  pouvons  craillcurs  (aussi  bien  dans  cclte  circonslance  que 
pour  les  évaluations  qui  suivront)  invoquer  les  íbrniules 


(52)  sinfl!  =  r-7-,  cos « —    ,    , 

^     ^  í/5  cts 


dd^  (Ir 

di 


sm  2«  =  2/'  — ,;-    -r-      ,  cos  Ia 


dd   \dsj    '  Í±.W   - 

\dd)  '^' 

II  vient  donc.  en  niultipliant  par  -jr- 
^  ^        (la 

ou  en  íbnetion  de  cp 

(53)  ^S.(»,=i  +  3,')  =  (,x„  +  -?  im)  fr' § 


formule  dans  laquelle  il  suffit  encore  (aussi  bien  (jue  pour  les 

suivantes)  de  rendre  :i  o  et  -^  leurs  valeurs  diirérenlielles  cn 

F,  F',  F".  ^^^ 
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82.   II  vient  cn  troisièino  lieu 

(llv (x^  —  f)  =  V'  ^^"s  26  +  2nir  sin  (26  +  «)  —  ^2  cos  (26  +  2fl) , 
et  par  suite 

-^  y.v  (a;2  _  2/2)  _  L  4-  ^\  ;.2  cos  26 

+  2  (  wi  -j )  (/•  sin  a  cos  26  +  cos  a  sin  26) 


-j-  L„2  +  —  )  (sin  2a  sin  26  -  cos  2a  cos  26) , 

c'est-à-dire,  en  multipliant  par    ,    ,  substituam  les  valeurs  («>2), 
et  ranicnant  les  intégrales  m  aux  constantes  |i. 

(54)  ^  St;  (a;2  -  y^)  =  (,x,  + 1  ,xi)  fr^  ;|-  cos  26 


4  2  (jii  +  — [ia)  'fV(-^sin2G  +  /cos2 


í// 


r/6 


26) 


r-      r// 


+  (1^2  +  -^  1X3)9^ 


2/-  ^r-  s>»  26  + ^,    -,  -7^-  cos  26 

ci!>  r.  .   I  (Ir  \-  (W 


cíd 


,,2  + 


(16 


83.    ISous   obtiendrons   en    quatriènie    lieu    par   une   analyse 
absolument  seniblable 

2(1^X1/  =  »q7-^  sin  26  -I-  2nir  cos  (26  +  a)  +  m  sin  (26  f  2a) , 
2  -y-  Si'£C^  =  í  hiq  -j j  /  -  sin  26 

—  2  í  7;?i  -| j  /•  (sin  a  sin  26  —  cos  a  cos  26) 

+  ( W2  H )  (sin  2a  cos  26  -j"  cos  2a  sin  26) , 


o: 

et  enfin  (') 

(55)  2-;^v..,^(,,  +  l.M),v4sin26 

_  2  Li  +  i-  ji-A  '^3,.  A.  sin  -26  -  -^  cos  26^) 

/Jr\^  dr_ 

\~dd)   ds    .    ^^     ^    de 
— j-^  -j-  sin  20  -  2r  -y-  cos  26 


—  (^1^2  +  ^  IJ-3  j  ?* 


b^H^l 


dô 


84.  II  vient  en  cinquièine  lieu 

d^vxz  =  /•  cos  6  ^vz  +  sin  (6  -\-  a)  "Zv^z  , 
=  r  cos  6Sw  íl  +  — \  2  +  sin  {6  +  a)  S?^  íl  +  — \  ^2  , 

=  r  cos  ÔSwz  +    —  cos  6  4-  sin  (0  +  «)    Sw^z  -| Zv^y^a 

LP  '  J  p 


2.W'*Z  . 


/■  cos  6  -|-  ( /'á  H )  (sin  a  cos  6  +  cos  rt  sin  6) , 


=  A,+l>/2y^3,.cos6  +  /'>/2  +  f"/-3)?'(r||cos6  +  '|-sin6'^ 


et  enfin,  en  multipliant  par 


d6 


(56)  ^v,,,=.(,.+lx'^),vj^eos0 


+  (>/2+-^>^M?n'-^""^  +v/ô'i" 


(')  II  fant  remaiqucr  que  la  valour  (55)  concerne  2}L.vxy,  tandis  que  le 
acteur  2  n'accompagnera  pas  cellea  de  Xt-xz,  ^vyz  (56),  (57). 
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85-   On  Irouveia  en  sixiènie   licu  par  une  marche  ideiitique 
íl^^vyz  =  /■  sin  6  Hvz  -\-  cos  {p  -\-  a)  —v^z  , 

—  T.vyz  =  I /i  -^     -  )'/■  sin  6-\-  I  /'a  +—  )  (<^'os  a  cos  6  —  sin  a  sin  6  , 
is      -^         \  p  /  ■  \  p  / 


flfs 


et  en  multi|)lianl  par 


ds 


_(>/.  + 1  X3), ^  (.. sin.  _^^  cos  g), 

86-   Les  six  formules  (51   a  57),  après  que  Ton  v  a  substi- 

ds 
tué  o  et     -^  en  F,  F',  F",  puis  F  et  es  en  6,  ramènent  aux  qua- 
^         do 

dralures  la  détermination  dcs  six  sonimes  auxquelles  se  réduit 

la  recherche  d'un  moment  d'inertie  quelconque. 

Elles  renferment  les  intégrales  définies 

(58)  |ii  ,       |X3 ,      h ,      ^'2,      >^'3 ; 

et 

qui  devront  ètre  déduites  de  l'é(piation  de  la  génératrice,  lorsque 
celle-ci  será  spécifiée  dans  cliaque  cas.  Mais  ces  liuit  intégi-ales 
fonnent  deux  groupes  bien  distincts.  Les  cinq  preniières  ren- 
lernicnl  au  preniier  degré  Pune  au  nioins  des  coordonnées  z.  z. 
Elles  s'annulent  donc  identiquenient  en  cas  de  syniétrie  du 
|)r()(il  générateur  par  rapport  a  l'axe  perpendiculaire  ii  cette 
coordonnée.  Toules  les  cinq  dispai"aisscnt  l\  la  lois  d'après  cela, 
en  cas  de  syniétrie  dans  les  (piatre  angles  droits  (*).  Au  con- 


(')  Par  exemple,  pour  le  cerclo,  qui  est  symétrique  dans  les  quatro  an- 
gles,  on  a,  en  prenant  son  rayon  coinme  unité 

[H  =  [-^3  =  ^^1  =  ^-'2  =  '^'3  =  f  7       \^o  =  ~i      [^•>  =  h  =  ^  • 

Ce  cas  prendra  boaucoup  dimportance  (en  dehors  des  §5;  III  et  VI í)  dans 
les  troisième  et  quatrièmc  parties  de  ce  mémoire,  ou  il  constituera  le  sys- 
tème  permaneiit  des  valeurs  des  huit  intégrales. 


99 


traire,  les  trois  dernières  intégrales  ne  sauraient  jamais  s'annu- 
ler,  car  elles  expriment  l'aire  et  deux  moments  d'in{'rtie  (*j. 


(')  Pour  pri''sentei-  un  exemple  compoitant  les  liuit  intégrales.  supposons 
que  la  génératrice  soit  la  parabole 

.3  =  ??, 

(d'ordre  positif  quelconque,  eutier,  fractionnaire  ou  incommensurable)  dont 
le  sommet  soit  placé  au  point  I.  en  appelant  h  la  base,  et  h  rordonnt-e  ex- 
treme du  segment  considere.  L'éli''ment  superficiel  prend  alors  la  valeur 
ri  =  dzdz  ,  et  l'intégrale  lexprcssiou 


?jd;    I   z*dz 
o  J  o 


6(í+l)94-j+i 


Aí+l  hi+i 


(i  +  l)[(i+l)ç+i+l]         (^•+l)[(i+í)Ç+Í  +  ll  * 
Le  tableau  suivant  r<''sume  les  applications  de  cette  formule  à  quatre  exem- 


In 

égrales 

Exposaiits 

Facteur 
J'iiouio- 
géncité 

Rettangle 

Triaugle- 

l'araljole 

du 
2e  degré 

Scwnde 
parabole 
cubique 

3 

i 

j 

í  =  0 

?  =  1 

?=2- 

i"0 

lu 

0 

0 

bh 

1 

1 

¥ 

1 
3 

2 
■3" 

2 
"5" 

V-\ 

S«? 

0 

1 

ò^h 

1 
2 

2 

2 
7 

h 

Xm3 

1 

0 

hlfi 

1 

1 
2 

2 
"3 

2 
5 

\>-2 

XmÇ2 

0 

2 

Ph 

1 
3" 

1 
4 

2 

7 

2 
9 

X'2 

SmÇz 

1 

1 

bVfi 

1 
4 

1 
8 

1 

6 

1 
10 

h 

Vm2? 

2 

0 

bh^ 

1 

2" 

1 
6 

1 

4 

1 
8 

:-^3 

luÇi 

0 

3 

bh' 
bVit 

1 
4 

1 
õ 

2 
9 

2 
11 

>-'3 

Iv^^z 

1 

2 

1 

t; 

l 
10 

1 
"8" 

1 
12 
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Pour  conduire  jusqu'au  bout  la  presente  analyse  sans  nous 
assiijettir  à  la  complication  de  nos  six  formules  générales,  nous 
conviendrons  de  nous  réduire  au  cas  de  la  disparilion  des  cinq 
intégrales  impaires.  Dans  ces  conditions,  les  deux  dernières  déri- 
vées  (56)  (57)  s'annulent  d'elles  niènies 


(59) 


dd 


l^vxx 


o, 


dO 


'^vyz  =  O  ; 


et  les  quatre  autres  se  simplifient  de  la  uianière  suivante 


d6  ^^  dd' 


der 


pies  simples,  ;"i  savoir:  iinc  horizontale,  une  droite  inclinée  passant  par  Ic 
point  I,  la  parabole  du  second  degré,  la  parabolo  scmi-cubique  (fig.  11). 


I     b 


I'.    b 


Fig.  11 

Les  deux  prcinirres  colonnes  présentent  la  désignation  des  huit  intégrales 
qui  íigurcnt  daiis  nos  formules  généialos,  et  les  deux  suivantes  les  expo- 
sants  foirespondants.  La  ein([uièinc  renfeime  le  faoteur  d"lu)mogénéité,  et 
les  quatre  dernières  les  valeurs  uuniériques  des  coeilicicnts  pour  les  quatre 
exemples  en  question. 
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"^  Y.V  (x^  -  f)  =  iiof>^  ~  cos  -26 


l/b 


,/b 


f  V  rifl  I 


9. -2 


db    í/^ 


,   ,  lílrX^àb 


r2  + 


l(Ir\'clb 

Vtàl      _ 


>os2Ô 


..r\ 


^^^..xy  =  ^u^r'-^.in26 


2/-     ''     Ud 


'■^^(^ 


sii)  '20  —  2r'-!-  /  —  +  — -  \  cos  2^  ') . 


§  XIII 
Application  aux  nautiloides 


87-  Appliqnons  ces  foiímilcs  aux  nautiloules  a  front  normal, 
et  génératricc  quelconqiie. 

II  vient  en  renipiaçant  o  par  / ,  ou  e-^^ 


(/d 


sm  a 


cVoh,  en  intégrant  entre  le  pòle  el  nn  point  quelconcpie 


\i  ^í) 


/-■2 


5a0 


/.-2/- 


e-'-'  =  ^ 

D  COS  a  õ  cos  a 


Si  nous  considérons  en  paiticulier  Ic   Ironçon  qui  s'étend  du 
pòle  au  point  I,  nous  aurons 


(Ví;r2),_ 


5  cos  a 


VoL.  Ill  —  N.o  2 
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On  tioiive  en  sccond  lic-u 


-^^  V.  (x2  H-  f)  =  [li-o  +  1^-2  (1+2  sin2  a)]  -í 


5Ae 


^Iv  (^2  +  y2)  ==  [,,(,  4- ,,,  (1-^2  sin2  a)] 


„5aO 


5  cos  fl! ' 


(60) 


[Sí)(jc--j-r)Ji^"- 


5  cos  a 


En  troisitMiie  lieu 


d 


-    Ii'  U-  -  ?r)  -=  '  'hy  sin  2rt  siii  26» 


,5aO 


+  [no  +  ('i  sin2  «  _  1)  ,^2]  cos  26    -^ 


sina 


et  par  suite 


v^  (j.,2  _  ^2^  _  /j  j^,,  cos  «    I    6^i ^''  sin  2 bãb 

^;.o  +  (-isi,i^a-J),x,   r%0cos26./e. 
sin«  J_3o 


Rien  de  plus  facilc,  encore  une  fols,  que  d'eírectuer  ces  intégra- 
(ions  (N"  72),  mais  je  préfèi"e  reniaKpier  (p^en  raison  de  la  si- 
miliUide,  rdlipsoide  de  Poivsor  relatit  au  pòle  pour  le  ironçou 
variahie,  fait  parlie  de  lédiíice  géoniéliitpie  entrainé  par  le 
poini  direeteur  de  son  azinnit  terminal,  II  sullit  donc  d'en 
obtenir  la  détermination  pour  un  seul  Ironçon,  par  exemple 
eelui  fpii  aboutil  en  I  (6  =  0).  Ine  (ois  celui-ei  eonnu,  il  suffi- 
rait,  pour  tout  anlre  limite  ii  un  poinl  quelconque  i\I,  d'y  faire 
passer  l'axe  polaire,  auquel  on  rappoiterait  celte  nouvelle 
figure.  Elle  se  retrouverait  alors  dans  les  conditions  identicjues 
aux  precedentes,  sauf  les  dimensions  absolucs;  et  le  nouveau 
moment  (Tinertie  seiait  à  Tancien  dans  le  rapport  des  cin- 
quiòmes  puissances  des  rayons-limites. 

Nous  n'avons  donc  qu';i  cílectuer  les  inlégralions  entre  —  w 
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et  zero.  Or  ces  deux  quadratures  ont  pour  cxpressions 


6-5^^^  sin  •26í/6  = 


2  sin2  a 


e^-^'^  cos  16(16  = 


4  sin-  a-\-2b  cos^  a 
5  sin  a  cos  a 


4  sin- «  +  25  cos*  «  ' 
II  vient  d'après  cela 

(4  sin2  a  +  2  5  cos^  a)  [^v  {x^  -y-)]i  =- 

o    •   9       /  I    -    •  !JLO  +  (4  sin^ a—  \)  \i.^ 

—  2  sin'  a  .  4  [12  cos  «  -p  o  sin  a  cos  a ^ : -^  - , 

sin  a 

ou  en  rédiíisant 

Une  analvse  toute  seniblable  donnera  d'autre  part 

^-'^y^'- 4sin^«  +  25cos^« ' 

88.  Si  nous  voulons  déterniiner  les  axes  principaux  d'inertie 
du  ])ò]e  pour  un  bloc  nauliloide,  de  génératrice  quelconque,  il 
suffira,  d'après  la  remarque  precedente,  de  le  faire  pour  le 
tronçon  01;  leur  disposilion  angulaire  par  rapport  au  front 
normal  du  point  terminus  restant  immuable  et  liée  a  Tédifice 
géométrique  de  ce  point. 

Remarquons  tout  d'abord  que  l'un  deux  est  Taxe  zénithal 
lui-mèine.  Xous  avons  trouvé  en  ellet  (N"  86)  pour  les  deux 
inlégrales  qui  s'y  rapportent  dcs  dérivées  luiUes  (59),  entrai- 
nant  des  intégrales  généralcs  constantes,  et  des  intégrales  dé- 
finies  nulles 

Y.VXZ  =  O  ,  —vyz  =  O  , 

ce  (|ui  est  le  caractere  d'un  axe  principal  OZ. 

Les  deux  autres  seront  dès  lors  les  axes  de  symétrie  de  l'el- 
lipse  suivant  laquelle  Téquateur  coupe  l'ellipsoíde  de  Foinsot. 
Or  le  calcul  classique  de  la  réduction  d'une  ellipse  a  ses  axes 
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donne  pour  l'angle  a  que  fait  l'iin  d'eax  avec  01  la  valeur 


(2— fjcy)i 


2;j.o  +  (;(3sin2«-2)iX2 


taníí  2a  =        \   ^    •"  ^        =  tang  « .  ~v~-^...^  •  ^ rr^^  • 


Si  par  exemple  on  envisagc  en  particulier  la  plus  simple  des 
spirales  logaiilhniiques,  celle  de  4  5  degrés,  11  vicnt  avec  une 
génératrice  quelconcjue 


tang  2cí  = '-^ ^—  , 


et  si  ceJie-ci  esl  uu  ccrcle  (N°  tSU,  note   \)  conuue  dans  le  nau- 
tile 


ang  2a  =  - 

-;;.  ^- 

§  XIV 

Front  obliqua 

89.   Dans  ces  théories  relalives  au  volume,  au  centi-e  de  gra- 
vite et  au  moment  d'inei'tie,  nous  avons  essenliellemenl  sujjposé 

le    íront    normal, 


avec    une 
généralilé 


entiere 
d'ail- 
leurs  en  ce  qui 
concerne  la  diiT- 
ctrice,  la  généra- 
tricc,  et  la  loi  de 
similitude.  Nous 
])ouvons  mainte- 
nant  nous  aíiran- 
chir  de  cette  res- 
triclion,  et  rendre 
a  la  loi  d'inclinai- 
son  fronlalc  toute 
son  indépendance. 
Considérons  en 
eílet  (fig.  12)  le 
Iront  MF  mené 
sous      un      angie 


lOò 
quelconque 

par  rapport  au  rayon  vccteur  OM;  et  soit  M'F'  un  front  infini- 
ment  rapproché.  L'épai.sseur  éléinentaire  de  la  tranche,  niesurée 
en  M,  será  MH  perpendiculaire  à  ces  droites,  et  l'on  aura  dans 
le  triangle  rectang;le  HMM' 

MH  =  MM'  cos  HMM'  =  ds  cos  (m\'F  -~)  =  sin  (z  f  a)  , 

ou  d'après  la  valeur  de  a 

MH  =  r/.  sin  ['}  (9)  +  are  tang  ^,-Í^J  . 

Dans  les  théories  piécédentes,  Tépaisseur  de  la  tranche  en  O 
était  exprimée  par  ds.  II  nous  suffit  donc,  pour  passer  d'un  cas 
a  l'autre,  d'introduire  dans  toutes  les  expressions  diíFêrentielles 
auxcjLieiies  nous  nous  sommes  trouvés  conduils,  le  viultiplica- 
teur 

(61)  sin  í '^  +  ai'C  tang  j^„  j  . 

Je  ne  saurais.  bien  entendu,  reprendre  avec  cette  niodlfica- 
tion  la  série  des  calculs  et  des  discussions  qui  précèdent.  Je 
me  bornerai  a  en  montrer  l'application  sur  les  deux  exemples 
suivants. 

90.  Adoptons  comme  directrice  un  cercle  passant  par  l'ori- 
gine 

,-  =  F(6)-(:cosÔ, 

et  supposons  un  front  va/sa/if,  c'est-;i-dire  exécutanl  autour  de 
la  verlicale  du  point  décrivant  M  une  gvration  proportionnelle 
à  la  rolation  du  rayon  vccteur 

i  =  '],( 6)  =  7t/d  . 

Supposons  enfin  (jue  la  surface  soit  vectorielle  du  premier  or- 
dre.  Tout  se  trouve  aiiísi  dclciininé,  !i  Texception  de  la  géné- 
ratrice  qui  reste  quelcon(|ue.  Nous  la  supposerons  cependant 
centrée,  pour  oblenir  plus  de  simplicilé  dans  les  resultais. 
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II  vient  daiis  ccs  coiulitioiís 

_  =  _  cot  ry  ,  are  tang  ^^,  =  ^  +  y 


Le  multiplicateur  (61)  devient  donc 


md  +  l'^^^d 


=  cos  (m  +1)6 


Je  signalerai  tout  d'abord  une  dualité  qui  associe  deux  par 
deux  des  alhires  valsantes  dislinctes  aboutissant  aiix  mèmes  ré- 
sullats.  Supposoiis  une  nouvelle  vitesse  anj^ulaire  m'  qui  satis- 
fasse  ;i  la  condilion 

;«'-f  1  __(//^+l). 

Le  multiplicateur  ne  será  en  i'ien  niodifié,  non  plus  par  consé- 
quent  que  les  conclusions  de  l'analyse.  Or  cette  relation  nous 
(íonne 

m'  =  —  {7}i-\-  2) . 

Le  nouveau  problònie  se  rapporl  donc  ;i  une  rolalion  de  sens 
contraire,  dont  la  valeur  absolue  est  niodifiée  dans  le  rapport 

de  m  +  2  a  m. 

91.  Eííectuons  Tinlcgralion,  La  lornuile  (38)  qui  exprime  le 
volume  devienl.  par  radjonctton  du  multiplicateur  (61),  et  en 
tenant   compte   de   ce   que    la    section   génératrice    est    ccntrée 

(^'i-^0) 

r/V  =  Ui9-cos(m+l)6.íA-. 

Or  nous  avons  pris 


;•  —  C  cos  6  ,  '^  ~  n  *^^*'^  ^  '  '^'^  ^  ^"'^^  ' 


r/v 
J,      f/V 


=  li|Ccos2  6cos(;;H   1)0, 


(I  -|-cos2e)cos(/«+  \)d  , 


</\ 


Ui 


,,  -  z-  =■■  2  cos  (///  +1)6  +  cos  (m  +  ;5 )  6  +  cos  {m  -1)6, 
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et  en  intég^rant  entre  !es  points  I  et  M,  c'esl-à-dire  de  O  a  <5 

Ui(^          m-\-  1 
H r^,-  sin  (7)1  +  3)  a  + sin  (w  —  I )  Ô  . 

II  faut  toutefois  faire  exce|Dtion  pour  les  trois  hypolhòses  qui 
annulent  quelqu'un  des  dénoininateurs 

?«  =  1  ,  in  =  —  1  ,  m  ~  —  3  . 

La  première  vi  =  1  doiine  directement  '  - 

\     d\  ' 

=  1  f  2cos2e-f  cos  i6, 


UiC  db 

-——  V  =  6  +  sin26'-f--'-  sin  i b  . 
LiL.  4 

La  dernière  ;«  =  —  3  constitue  précisément  avec  celle-ci  le  cas 
de  dualité,  et  fournit  le  niènie  résultat. 

La  seconde  liypothèse  w^  —  1  donne  de  son  còté 

'*-V  =  26  +  sin26. 


U.C 


Elle  se  confond  d'ailleurs  avec  son  propre  cas  de  dualité.  On 
remarquera  que  le  front  fait  alors,  à  rextréinilé  !M  du  rayon 
vecteur,  un  angle  alterne-interne  égal  a  celui  que  lonne,  en 
l'autre  extréniité  O,  l'axe  polaire.  11  i-este  dono  parallòle  à  lui- 
mème,  et  l'on  se  trouve  dans  le  cas  déj;i  signalé  (N°  5,  note  1). 

92.  Généralisons  ranalvse  precedente  en  suhslituant  a  la  di- 
rectiice  circulaire  la  spirale  sinusóide  dont  elle  nest  qu'un  cas 
particulier 

;■«  ===  (]"  cos  7lb  . 

Nous  étendrons  de  nièuie  la  loi  de  similitude  en  supposant  une 
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surface  vocloiicllc  cVorclrc  (|iu'l{.<)iuiiic  p 

/r\P  P     , 

çp  —  I  —      =  cos  "  flU  . 

11  vient  (laiis  ccs  condilifjns 

c/s  =  C  cos  "      /i6  (/O  ,         ^  —  1) —  ^'^ ' 

sin  i'\)  -\-  are  lang     ,  j  =  cos  (nd  —  cj>) . 

L*expression  (:].S)  du  volume  (de  soction  centrée)  devient,  en  la 
complélanl  par  ce  niultiplicateur 

,/V  =  UioV.v  cos  (//6 -';>), 

t    ,/v         '^--^^ 

=  cos       "       n()  cos  [nb  —  òj  , 


liiC    (IH 
qiielle  (pie  soit  la  loi  '{>  de  1'iíulinaison  frontale. 

93.  Signalons  de  nonveau  une  dualité  analogue  b  celle  que 
nous  avons  déja  reneoulrée. 

Ilelions  ii  cet  ciret  ;i  la  loi  quelcoiuptc  '|i,  une  nouvelle  allure 
valsanle  pai'  la  condilion 

Le  inultiplicateur  ne  será  pas  niodifié,  non  plus  (jue  les  resul- 
tais. Or  on  déduit  de  la 

(62)  '];i=^2//e-'^. :--('} +  2«). 

Traeons  (Taprès  cela  en  MKi  le  svniétriíjue  de  !MF  par  rapport  ;i 
la  tannjente  IMA.  el  proloní;eons-la  en  sens  contraire  suivant  MF-i. 
Nous  obtiendrons  en  KiM.\  Paui^le  '^H-rt,  et  eu  FjMO  :  l» -f- 2tf ; 
par  conséquent  en  OMKj:"  —  ('^-j-2«).  Le  (ront  conjugue  est 
done  le  svniétriípie  du  pioposé  j)ar  rapport  ;i  la  tangente  de  Ia 
direclriíe. 

94.  laisons  n)aint(  n;int  eerlaines  livpolhèses  sur   la   loi  din- 
rlinaison  Ironlale  '^^. 
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.le  suppose  en  premiei*  lieu  (jue  le  plan  de  la  génératrice  soit 
assujetli  à  rester  symétrique  do  la  tangente  ;i  la  directrioe  par 
rapport  au  rayon  vecteur.  II  vient  alors 


i=a,  6  =  ^  — /tÔ,  nO  —  '}^  =  =)nf}  —  ^, 

cos  («6  —  'D  =  sin  Ind  =  2  sin  nb  cos  nd  , 

d'oú  en  integram  de  zero  ;i  d   . 

solulion  d'une  complete  géncraiité,  (jiicl  que  soit  l'ordre  de  Ia 
spirale  sinusóide. 

La  combinaison  conjuguée  (02)  será 

ijji  =  Znd  —  1)-  ^  —  —  ^^i  • 

Ce  nouveau  fi'ont  est  symétrique  du  précédent  par  rapport 
à  la  tangente,  et  il  posséde  une  vitesse  de  rotation  triple  de 
celle  du  premier,  mais  en  sens  contraire. 

95.   Comme  second  exemple,  envisageons  le  íront  méridien 
'|i  =  0.  II  vient  alors 

1       r/V  ^^-*    , 

cos      "      //É*  . 


2UiC    (/d 
La  solution  coiíjuguée  est  dans  ce  cas 

r^i  ---2/í6i      -  — 2«. 

Le  nouveau  front  reste  donc  syniétrique  du  ravon  vecteur  ])ar 
rajiport  à  la  tangente. 

L'intégration  ne  peut  plus,  comine  dans  le  cas  précédent, 
s'ellectuer  d'une  manicre  gcnéralc.  On  la  léussira  du  moins 
lorsque  Texposant  será  un  nond)re  entier  N,  posilií  ou  négalil". 


no 


Cettc  coihIílíoii 

peiít  toujours  ètre  reniplie   jxiiir  une  spirale  qiielconque  en  lui 
acljoij^nant  un  ordre  vectoriel   convenablc,   ou   réciproquement. 
Contentons-nous  a  cet  égard  de  Tunique  hypothèse 

N:^l,  /,  =  —"-,  ;,  =  -2y;+l. 

U  viciit  alors,   pour  une  sj)iralc  d'ortli'c   (juekojKpie  n  associée 

1   ■  •  II      1,  n—  í 

a  une  loi  vectonelle  d  exposanl 


2 
l       í/V  ,,  n 


2iUC    dd  '  2UiC 


Y  =  sin  7? 6  •, 


ou  iiiverscmenl,  j)our  une  loi  vectorielle  yj,   appHquée  a  la  spi- 
rale sinusóide  (Torílre  2y> -j"  1 

me  '%  -  ™» C^/'  + ') "  •     W:  ^  =^  ^'"  ''I' -'■')'• 

Cette  hypothèse  donne  par  exemple  pour  le  cercle  (/í  =  l), 
la  loi  d(!  similitude  y;  =  0,  c'est-a-dire  un  annean-tube ;  et  de 
mème,  pour  la  li^ne  droite  (« =  — 1)  la  similitude  p  =  — 1, 
s'exerçant  en  raison  inverse  du  rayon  vecteur. 


§XV 
Coordonnées  intriíiséques 

96.   Ou  conruut  rélégance  et  Tulilité  de   Víqualion   nuturclle 
des  ligues  planes 

qui  les  represente  ii  Taide  d'une  relation  entre  leurs  cooidonuies 
i/i(ii/isr<fuis,  ii  savoir  le  rayon  de  couihuie  o  et  Tan^le  de  eou' 
linjíciuc  3  évalué  ;i  parlii'  diine  tangente  fixe.  Leur  emj)loi 
peruK'1  de  traiter  avee  laeililé  des  eouibes  (pii  seraient  souvent 
inabofdables  par  d'autres  voies. 
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II  semble  en  parliculicr  que  l'on  doive  en  attendre  ici  im 
utile  secours,  puis<jue  nos  tbnnulcs  générales  i-cnferineiit  en 
évidence  le  rayon  de  courbuie  o  et  Tare  ds  de  la  directrice, 
relié  à  í  par  les  formules 


(63)  eh  =  pr/s  , 


j;V(e),/3. 


II  conviendra  naturellenient  de  se  donner  alors  en  fonelion 
de  la  méiiie  variable  t  la  loi  de  similitude  '^{t)^  et  celle  '|»(c)  de 
linclinaison  frontale.  La  i^énéralrice  seule  restera  coninie  ci- 
dessus  représentée  dans  le  plan  de  front  par  son  équation  or- 
dinaire  entre  z  et  ^;  mais  nous  savons  que  celle-ci  n'inter\ient 
que  pour  Tévaluation  des  diverses  intégrales  défmies  À,  ;j.. 

La  formule  générale  du  volume  (38)  devienl  dès  lors 

(64)  -^^^^U,(F  +  ^^)'^2. 

Le  genre  de  similitude  le  plus  naturel,  dans  ces  nouvelles 
conditions,  consisle  à  supposer  que  les  dimensions  de  la  ^«^éné- 
ratrice  varient  comme  une  puissance  arbitraire  yj  du  rayon  de 
courbure  de  la  directrice 


II  vient  alors 


YP 


^  =  Ui(F2/'+i  +  ^'F:^/') 


On  aura  cn  parliculicr  pour  le  premier  ordre  du  gcnre  de  si- 
militude 

4^-^u,(i  I  ^')^^^ 

ou,  en  représentant  en  abrégé  par  C  la  constante 

-í:^I  =  CF3,       v  =  c  (  f3(3)í/s. 

Je  me  bornerai,  pour  les  applications  (jui  suivent,  à  cetle 
formule  simplc;  mais  loutes  les  intt-j^iations  icussiraient  encore, 
bien  qu'avec  plus  de  comj)lication,  pour  une  puissance  (piei- 
conque  p  du  layon  de  courbure. 
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97.  Considérons  la  développante  de  ccrcle  d'ordre  quel- 
conque  q,  rapportée,  ainsi  que  toutes  celles  des  ordres  qui 
précòdent,  a  un  mème  point  de  la  circonférence,  qui  constitue 
leur  poiut  de  rebrousseiucnt  commuui 

£7+1 


V  =  C    I   >/r/£  =  --^£3í+l  =  -#±V<''P^«• 
Jo  '3<7-t-l  3^+1 

11  vicnt  pour  répicycloíde  ou  riiy])ocycloide  d'ordre  quel- 
conque  q  entier,  íractionnaire,  ou  incouimensurable  (*),  rap- 
porlée  à  son  sommet 

1     . 

o  =  cos  í/c  ,  s  =^  —  sin  í/£  , 

((ih)  \   —  (.     I      COS"*  ySí//- —  — -    I      (cos  3(/£  "l"  3  cos  í/£)í/£ 

c  c 

=         sin  qe  (3  -  sin2  qz)  =  -^  (f  +  2) .? . 

Considérons  encore  la  chainette  rapportée  ii  son  soniniet 
1 

'  COS"^£  ^ 

'  ].     =  ^  ( 1 5  tanc-  £+10  tauH'*  £  -f  3  lane;  ^  e) 

O    COS^'  £  1  b 

=  -^(15  +  10/2  +  3.*). 

I.a  tractrice,  <|ui  cu  csl  la  dévclopjiantc,  a  pour  équalion  rap- 
portée à  sou  j)oint  de  rebrousscnu-ul 

p  =  tang  £  ,  .>;  :^  —  I.og-  c«)s  £  , 

V^cJ^"tauj;^£r/£--^(lan^2  3   .^I,,^,,„3)^  C^p2_,). 


(')   I,;i  valcur  (/  ==  1  concspoud  à  hi  cycloíde. 


il3 


Soit    eníin    la    chaiiielte   d'égal(!   résistance    rapportée   a    son 
sonimet 


V  = 


P=^,I7'         ^-Logtans(-  +  -. 


JO    COS"^ 


C 

T 
c 


Slll  £ 
COS 


— ^  +  Logtang:    ±  +  | 


=  f  (pv/p^-i+^) 


98.  Si,  au  lieu  d'un  front  normal,  nous  supposons  une  indi- 
naison  qiiclconque  'j»  (s)  sur  la  normale{^),  le  nmltiplicaleur  a 
introduire  (N°  89)  será  siniplenient  cos-j»,  et  Texpression  géné- 
rale  du  volume  devicndra 


V  =  C 


:j;V3(3) 


cos  [:]>(£)]./£ 


l?oi"nons  nous  ;i  Texemple  de  répicvcloide,  avec  niouvement 
valsant  de  méme  module  qu'elle 


'Kc)  =  cos  qz  , 


ii  viendra  ((ITí) 


V=  G  I    cos^  í^2//2  =  -^--  (sin  \qz  \-  8  siu  %jz  +  ^c/s) 


C 

32^y 


-T— —  (8  sin  (iz  cos^  72  -j-  1 2  sin  qz  cos  ^s  -[^  3(73) 
o2(jr  y  y  y   / 


32 


(8iT,3+i2.sp  +  3£) 


99.   Passons  niaintenant  a  la  rechcrche  du  centre  de  gravite. 

La  question  se  conq^lique  alors,  car  Temploi  des  coordonnées 
intrinsèques  exclut  (et  c'est  ordinairement  son  avantage  spécial) 
le  recours  à  des  repéres  extérieurs  pris  dans  le  plan  de  la 
courbe.  Or  ils  nous  sont  indispensables  poui"  y  rapporter  le 
centre  de  gravite  du  volume  engendre.  Nous  tournerons  la  dif- 


(')  Et  non  plu3  sur  Ic  rayon  vectcur  des  coordonóes  polaires,  qiii  ont  dis- 
paru  de  Ia  questiou. 


ÍU 


íiruité  cn  rattacliant  cc  centre  a  la  tangente  et  a  la  normale  du 
])()inl  pris  pour  origine  cies  angles  de  contingence. 

Le    volunu'    d'iin    tronçon    V    du    corps    nous    est    connu    en 
fonction  de  3  par  la  fonuule  générale  (G5),   La  tranche  d\  en 

será  la  diííéientielle.  Le  centre  de 
gravite  g  de  cet  élénient  et  sa 
projection  équatoriale  ^o  nous 
sont  égalenient  connus  par  leur 
abscisse  ^"  (íU)  dans  le  ])lan  de 
front  (íig.   1  3) 


£//__,,  l^iP  +  i^2cp 


Fig.  13 
et   ooninie    'p    a    été    reniplacé    par   o   (N"    9G) 


I^op  +  ixicp 


Ho  +  |Ai 


F. 


L'abscisse  de  gQ  será  donc  x  -f  ^ '  sin  £,  c'est-'a-dire 


07 


|xi  +  jJ-j 
[Xq  +  IM 


F  sin  s  , 


et  sa  tUíTérontielle 


k 


doe  +  JÍL+J^  (F'  sin  2  H-  F  cos  s)  ^/s  , 
Ho  +  IM 

ou,  en  rcniplacant  dx  par  r/x  cos  £  ^  o  cos  £  dz 

['  IM  +  ;).2)  F'  siu  £  +  (ji.^,  +  2IM  +  .1-2)  F  cos  £]  ~-^—  • 

Si  nous  condensons  la  niasse  d\  en  son  centre  de  gravite  ^, 
son  niouicnt  élénicntaire  par  rapport  a  la  normale  iniliale  será 

í/My-  ix^  '^'       '^-  Fsin£^  í/V  , 
V         1^0 +!M  / 


ce  qui  donnc,  cn  iiilégrant  par  partlcs  ;i  Taide  de  la  diíTéren- 
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tielle  dont  nous  avons  íoriut'  ci-dcssus  rcxpression 

\        [J-o  + 1^1  / 
^ I    V  [([M  +  11-2)  F'  sin  c  +  (no  +  2!M  +  !...)  F  cos  3]  r/3  . 

attendu  que  le  terme  explicite  s'annule  avec  V  pour  la  limite 
inférieure  de  l'iiitégration.  Coinme  d'ailleiirs 

x=  i   V cos  Sf/s  , 

J  o 

Ia  recherche  de  My  (c'est-a-dire  du  produit  par  V  de  Tabscisse 
du  centre  de  gravite  G  de  ce  volume)  revient  ímalemeut  ;i  la 
déteniiination  des  deux  quadratures 

I   VF-sinsí/s,  ÍVfcossí/c, 

c/    o  J    {) 

dans  lesquelles  on  auia  préalahlement  substitué  pour  V  sa  va- 
leur  déduite  de  1'équatioii  (<)4), 

La  recherche  de  rordoniiée  de  G  par  rapport  ;i  la  tangente 
initiale  dépendra  elle-mème  de  ces  deux  autres  intégrales  dé- 
íinies 


I   VF'  cos  edz  ,  í  VF  sin  sí/s 


100.   Considérons  comine  aj)j)lication  1'épicycloide. 

Nous  avons  trouvé  (65),  pour  le  volume  correspondant,  la 
somme  de  deux  ternies  en  sinqz  et  sin-^ryc.  Les  quatie  quadra- 
tures precedentes  nous  présenteiont  donc,  divei-senient  associes, 
les  facteurs  sins,  cos  3.  sin  y3,  cos  (^3,  sin-^  ^3.  Or  pourrait  mème 
leur  adjoincire  un  multiplicateur  de  la  forme  cos  ws,  si  Ton 
voulait  attribuei'  au  IVont  un  niouveuient  valsant  d'une  allure 
quelconque.  Or  de  tels  produits  peuvent  toujours,  par  les 
moyens  élémentaires,  ètre  déconiposés  en  simples  sinus  ou 
cosinus  de  multiples  de  s,   dont  l'intégiation  será    immédiate. 

On  en  pouriait  dire  autant  pour  la  développante  de  cercle 
d'ordre  quelconque,  !i  Taide  de  formules  connues  d'intégration. 
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TKOISIEME  P/VI\TIE 
Surfaces  sphérales 

§XVI 

Surfaces  enveloppes 

101.  Nous  avons  déjii  rencontré  deiix  types  de  surfaces  se 
raj)])rc)i'liant,  bien  (ju';í  des  degrés  diflérents,  de  Taspect  exté- 
ricur  (hl  gonre  ISauti/us  que  iious  piV-senle  la  nalure  vivante  (§  III, 
§  VII).  Nous  pouvons  (airc  uu  pas  de  plus  vers  cetle  assiuiilation. 

II  ue  sauiail  sulHre,  pour  que  des  surfaces  niéritent  Ic  uoui  de 
corpx  ronds,  qu'elles  présentent  (comnie  les  quadriques  par 
exemple)  des  systèuics  de  stries  circulaires.  Cette  dénouiination 
doit  ètre  réservée  en  propre  aux  surfaces  de  révoluliou,  qui 
peuvent  ètre  Iravaillces  sur  le  tour.  Mais  on  pourrait  appeler 
íO/y«  anondis  ceux  qui,  le  loug  de  chacune  de  telles  seclions 
circulaires,  adniettent  une  splière  de  raccordement.  lis  se  pré- 
sentent d'après  cela  coninie  des  e/ive/oppis  de  sjdrnex.  Nous  nous 
proposeions  d'en  constiluer  une  pour  le  but  qui  nous  occupe, 
sous  le  nom  de  ^phno-nautUi .  Mais  il  convicnt  auparavant 
d'clai"i;ir  cetle  (jucsiion  des  enveloppes. 

102.  Supposons  qu'une  surface  quelconque 

se  nieuve  dans  rcs])ace  sous  la  double  condilion  de  varier  liomo- 
thétiqueinent  ])ar  rapport  au  poinl  cpii  scrl  acluelleinent  d'ori- 
gine  ])our  Téíjualion  (G6),  en  niènie  tenqjs  que  ce  centre  de  si- 
militude décrira,  pour  son  propre  compte,  une  directrice  quel- 
conque représentée,  par  rapport  aux  axes  fixes,  par  les  deux 
relalions 

(67)  Fi(a,  p,  t)  =  0,  F,(a,  p,  y)  =  0. 

La  loi  de  siiuilirudc  reste  elle  mème  arbilraiic,  dcfinie  ii  ciiaque 
instant  par  la  fonction 

W  ?(«.  P.  t). 

Cherchons  Tenveloppe  ainsi  engendrée. 


in 


.Je  coinnience  par  oonstruire  une  surlace  liomothétique    à  iá 
proposée,  pai"  rapport  à  l'origine  et  tlaas  le  rapport  voulu 


<f 


y  -  ->=o. 


Puis  je    la    transporte    parallèlenient   a   elle-nièine    jusqu*)»    la 
position  correspondante  du  poiíit  direcleur  (a,  p,  "() 

(69)  /(j-iriiL,  rzl.lnl^^o. 

V     ?  ?  ?    / 

Nous  obtenons  ainsi  l'une  des  eiiveloppées. 

Nous  en  aurions  une  autre  en  récrivant  la  mème  formule  après 
avoir  attribué  aux  paraniètres  des  valeurs  ot-j-í/a,  jB-j-í/jS,  '{-\-d-\. 
L'intersection  de  ces  deux  enveloppées  fournirait  alors  une 
courbe,  que  nous  appellerons  caraclérislique,  et  dont  la  surface 
chcrchée  será  le  lieu  géométrique. 

Or  dans  les  calculs  ii  efFectuer  sur  ccs  deux  relations,  nous 
pouvons  subslituer  ;i  la  seconde  la  diílérentielle  de  la  preniièie 
prise  ])ar  rapport  ;i  a.  p,  "j",  eu  irailant  x,  ?/,  z  coniuie  des  fons- 
tautes.  Appelons  (70)  l'égalilé  ainsi  obtenue.  D'ailleurs  les  diíTé- 
i-entielles  (/«,  í/,3,  (/"(■'  ^^  y  sont  pas  irulépendantes,  mais  liées  par 
Tobligation,  pour  le  centie  de  similitude,  de  suivre  la  directrice. 
Nous  devons  donc  éi,'^alemeut  diíl'éi"enliei'  les  deux  conditions 
(G7),  en  vue  d'éliniiner  entre  ces  trois  forinules  diflérentielles 
les  deux  rapports  de  da,  í/p,  d{,  qui  íigurent  au  premier  de^ré. 
Désignons  de  mème  par  (71)  Tégalité  obtenue  en  annulant  le 
déterminant  de  ce  système.  La  caractéristique  será  dòs  lors  re- 
présentée  par  les  formules  (69)  et  (71). 

Pour  en  obtenir  le  lieu  {^éométiicjue,  il  suffira  d'élimincr 
a,  p,  ■(■  entre  cctte  relation  et  les  deux  condilions  (()7).  L'équation 
resultante  en  x,  y,  z,  représcntera  Tenveloppe  clierchée. 

103.  Supposons  spécialement  (pie  la  surface  génératrice  (6G) 
soit  une  quaflriíjuc.  L'é{piati()n  (UD)  étant  du  sccond  dej^ré  par 
rapport  aux  bitiòmes  x — «,  y  —  jj,  z — ",',  si  ou  la  uuiltipiie  j)ar 
'^-,  la  jjartie  de  degré  supéiúeur  ne  reníeriuera  plus  ce  ra|)port 
de  similitude;  celle  du  premier  dcjjré  se  trouvera  mullipliée  par 
çp,  et  le  terme  indéj)endant  pai' ':>-.  La  diílérentielle  (70)  relative 
a  «,  p,  -,'  será  par  conséípient  une  relOtion  du  premier  degré  en 
X  —  a,  y  —  p,  z — '{.  II  en  será  de  mème  de  celle  (71)  que  Ton 
en  dèduit  en  chassant  les  rapports  dilfèrentiels.  .le  la  représeu- 
VoL.  III  —  N.o  2  4 
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terai  en  abrégé  par 

(72)  P==0. 

La  carartérisliijuc  esl  (]onc  alors  une  coiirbe  plane,  c'est-à-dire 
une  conique;  et  j)ai"  conséquenl  Tenveloppe  adniet  un  système 
de  seclions  planes  du  secoiul  deyré. 

104.  Fornions  actuellement,  avec  un  parainètie  arbitraire  X, 
Téqualion  générale 

(73)  /•-!  >.P2_0, 

en  rej)ré.sentant  en  abiéf^c  par  /'  Texpression  (09).  Nous  consti- 
tuons  de  cette  nianière  une  surface  três  générale  du  second 
de^^ré,  dont  la  lenionlre  avee  Tenveloppée  ((J9)  se  fait  préeisé- 
nient  suivant  la  eaiatlérislitpie,  allendu  (pie  la  eonibinaison  des 
deux  équalions  (73)  et  (09)  donne  P-  =  0.  ()n  reeonnait  en  outre 
(|n'il  V  a  raceordenient  des  deux  surfaees  suivant  cette  courbe, 
puisque  leur  intersection  se  lait  dans  un  plan  double. 

ISous  vovons  ainsi  (|ue  reiiv('l()|)pe  cliereliée  des  suiTaces  (69) 
est  en  niènie  teuq)s  Penveloppe  de  eliacune  des  faniilles  en 
n()ud)re  iníiui  (73),  qui  sont  déíinies  individuellenient  par  la 
série  des  valeui\s  nuniériípies  attribuées  arbitrairenient  à  X, 

105-  iMais  paruii  oelle  iuíinité  de  faniilles,  une  seule  nous 
inléressei-a  iei.  (^est  celle  des  eõnes  eireonserits  suivant  la  cara- 
cléristique  ;i  la  quadrique  mobile,  pour  ebaeun  des  instanls 
de  sa  déroniialion.  (>herelions  donc  la  valeur  bien  déterniinée 
de  X  qui  fournit  eelte  faniille  spéciale. 

Nous  devons  jiour  cela  expriíner  (jue  la  quadricjue  (73)  passe 
par  son  propre  eentre.  (>e  point  s'obtient  en  é^alant  ;i  zero  les 
trois  dérivées  partielles  de  la  fonetion  (73)  relatives  ii  x,  y,  z. 
Appelons  (7i)  ee  système  d'é([ualions  du  premier  de^ré. 

Si  nous  reportons  dans  la  relation  (73)  les  valeurs  qu'il  nous 
lournit  poui"  les  eoordonriées  du  centre,  nous  déduiions  de  lé^a- 
lilé  ainsi  lornice  la  valeur  sjiéciale  X^)  qui  lournil  des  cones.  En 
attribuant  alors  eelte  valeur  au  ])araniètre  de  la  relation  géné- 
rale  (73),  nous  obliendrons  finaleuicnt  l'é([ualion 

<pii  represente  la  lamille  des  cones  eireonserits. 
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106.  II  nous  est  facile  de  tioiiver  le  lieu  fréoniétrique  de  leurs 
sominets. 

Los  coordoniK-es  £c,  y,  z  de  ehacun  d'eux  sont  en  eflet  reliécs 
par  les  trois  équalions  ("  í)  réuiiies  aux  deux  condilions  (67) 
régissant  les  paramèties  a,  p,  (.  Si,  entre  ces  cinq  relations,  on 
elimine  ces  trois  derniers,  il  restera  entre  x,  y,  x  les  deux 
équalions  du  lieu  elierolié. 

On  sait  d'ailleurs  qu'il  n'est  jias  aulre  que  celui  des  ])òles  du 
|)lan  de  la  caracléristique  par  lapport  h  Tenveloppée  qui  le 
contient. 

107.  Supposons  actiiellement  que  la  quadrique  (66)  soit  a 
centre;  et  adoptons  ce  point  C  comnie  centre  d'honi()tIiétie. 

•le  considere  la  surface  variable  dans  deux  positions  quel- 
conques.  de  centres  G,  C  ;  et  je  trace  la  droite  CG'.  Elle  aura 
pour  projections  sur  les  trois  axes  a'  —  a,  pi'  —  [5,  '(—'{.  L'équa- 
tion  (66)  ne  possédant  pas  de  termes  du  premier  degré  en  a?, 
v/,  z,  si  Ton  niultiplie  la  foi"niule  (69)  par  cp^,  cette  fonction  cp 
n'aírectera  (pie  le  lerme  indépendant.  La  partie  du  second  degré 
será  dês  lors  la  niènie  pour  cette  égalité  et  celle  dans  laquelle 
a,  |3,  "C  auront  été  reuiplacés  par  «',  jíl'  "f'.  Elle  disparailra  donc 
si  nous  retranchons  ces  deux  formules  Tune  de  Tautre.  II  ne 
restera,  en  ce  qui  concerne  a?,  //,  s,  que  les  termes  du  premier 
degré  de  (69),  dans  les  coefficients  desquels  a,  p,  "C  seraient 
remplacés  par  a'  —  a,  |3'  —  |3,  '( — (.  L'intersection  des  deux  qua- 
driques  est  donc  plane. 

Si  Ton  elFectue  a  Taide  de  la  lornude  de  Tavi.or  le  passage 
de  (66)  à  (69),  les  coefficients  de  x,  ?/,  z  au  premier  degré  se- 
ront  respectivement 

/■',(<.,  p,  Y),  f,,  /•',. 

Geux  de  Téqualion  de  Tintersection  deviendront  donc 

/•',(a'-a,  [:i'_p,  Y'-T),  /".,  fz- 

Or  on  sait  (pie  ces  quantités  sont  propoilioniielles  aux  cosinus 
direcleurs  du  plan  dianu'tral  conjugue  de  Ia  direction  qui  a  pour 
com|)osantes  a'  — a,  P'  — p,  Y  ~T'  c'est-à-dire  de  la  ligne  (X7, 
ou  de  la  droite  des  centres,  rclle  est  donc  la  direction  du  plan 
de  rinterseclion  des  deux  quadri([ues. 

108.  Placons  maintcnant  G  et  G'  cn  deux  poinls  indniment 
voisins   sur    la  direclrice  (67).  La  droite  CG'   en   deviendra    1» 
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taiijjentt'.  Par  const-quent,  durant  le  inouveinent  qui  engendre 
Penveloppe.  le  plan  de  Ia  taractéristique  reste  à  cbaque  instant 
conjuf^né,  dans  la  ([iiadri((iie  ciiveloppée,  de  celui  de  ses  (iia- 
líièíres  (pii  est  lan<;('iit  à   la  ('irectritc. 

Nous  savons  frailleuis  que  ee  dianictre  contient  le  sonimet 
dii  cone  eirconscrit  siiivant  cette  caractéristique.  Le  lieu  du  soni- 
niet  de  ce  cone,  que  nt)us  avons  appris  a  dcMerniinci'  (n."  lOG) 
eSt  donc  une  ligne  iracée  sur  la  siirface  développable  qui  a  la 
'dii'ectrice  ])()ui"  arèle  de  rehrousseinenl,  et  se  trouve  forinée  par 
Tensemble  des  tangentes  de  cette  courbe. 


§  XVII 
Surfaces  sphérales 

109.  Supposons  enfin  (juc  la  (juadricjue  mobile  devienne  une 
spiíère,  dont  le  centre  parcouri   la  dircctiice  prciposée. 

Les  surlaces  envcl()pj)cs  de  splicrcs,  cpie  iious  ap])ellerons  [)lus 
brièveuient  >y;////Y/A.v,  onl  lail  lObjet  de  bcaux  travaux.  Nous  nous 
restieindrons  ici  au  poiíit  de  vue  s])écial  de  nos  i"ecbercbes,  et 
nolannneiU  nous  n Cnvisagerons,  de  ces  surlaces,  (jue  la  nappe 
récllc. 

Kcmarípions  avaiit  toul  cpie  les  caracléristiípies  clant  planes, 
seiont  toujoins  des  cercies. 

Si  nous  prenons  Téquation  originclle  (OG)  de  la  surface  sous 
la  forme 

renvelt)ppée  ((JO)  deviendra 

(77)  fx -  a)2  +  (2/ _p)H(^-Yi^ -=?-(«,  p.  Y), 

et  sa  dinéicruiellc  rclalive  aux  li-ois  |);iramctres 
.(-»)  ^a,•  -  a)  ,h  +  {;,-  p)  ,/,3  +  (3  -  Y)  ,1-, 

\  ca  c^  c-{       /   ' 

Klle  represente  la  caraclèristicpie,  une  íois  (pie  Ton  en  a  cbassé 
les  riqjports  (liUci-entiels  de  da,  tl^,  H"^,  déduits  de  la  diíléren- 
liation    des    rchtiions  (G7).   Or  les  coeííicients  des   coordonnées 
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courantes  x,  y,  z  sont  préciscment  ces  irois  éléments,  On  voit 
donc  que  le  j)laii  de  la  caraclérislitjue  esL  peipeii(liculaii(!  ;i  la 
taní^ente  ;i  la  directi-ice  au  poiíu  (ireupé  siir  cclte  courhe  pai- 
le  centre  de  la  sphèi-e  variahie.  (^éiait  d'ailleiir.s  íacile  ;i  prévoir^ 
puisqu'il  est  (n.°  108)  parallèle  au  plan  diauiétral  conjugue  de 
cette  tangente.  , 

110.  Toutefois  ce  piau  ne  passe  pas  par  le  point  directeur. 
II  s'en  trouve  à  une  distance  h  niesurée  suivaut  la  tangente, 
qui  a  pour  valeur 


^f     /     ,     <^f     10    ,      cep 


Cette  expression  represente  dès  lors  la  hauteur  du  cone  qui 
a  pour  sonimet  le  centre  de  la  sphère,  et  pour  génératrices  les 
normales  de  cette  dernière  le  long  de  la  caractéristique. 

D' 


M 


7 

h 

\^ 

/ 

l/i 

M, 

\^ 

C/" 

"^ 

\c 

)     / 

^ 

\ 

> 

-^ 

M., 


Fig.  14 
L'angle  c  qu'el!es  font  avec  son  plan  (fig,   1  i)  a  pour  valeur 


\/{Ja^  +  d^^'  +  df- 


ou  encore 

(79) 


tanii  c 


eu  désignant  par  /  le  i'avon  de  la  caracléristicjue. 

Ce  dernier  lornie  avec  //  un  triarigle   rectanglc    ilonl    lliypn. 
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lénuse  est  le  lavon  sphériqvie  o,  cc  qiii  donne 

(80)  /■  =  v/'y^_/,2. 

On  peut  enfin  exprimcr  la  hauteiir  II  du  cone  de  révolution 
circonscril  a  la  sphère  {ci  par  suite  a  la  sjiliérale)  le  lojig  de 
celte  caraclérisli(|ue.  Elle  conslitue  une  troisièuie  proportion- 
nelle  a  k  et  /^ 

/.2 
(8.)  H  =  ^. 

L'angle  généraleur  de  ce  cone  n'est  autre  que  c. 

111.  Atlaclions-nous  spccialeuient,  coinnie  dans  les  deux 
parlies  precedentes  de  ce  mémoire,  aucas  d'une  directrice  plane 
coniprise  dans  l'équateur 

(82)  y-y{x)- 

Le  rapporl  de  siniililude  nc  déjuMidra  plus  (pie  d'une  seule 
vai"iable,  sous  la  forme  '^(ot);  puisque  Y  =  ^'i  <^'  '^j'^*'-'  i^  pcul  èlre 
remplacé  par  F  (ot). 

L  cqualion  de  la  sphère  mobile   devient    dans   ces  conditions 

(83)  {x  -  af  +  [y-V  ia)f  +  z^- -  o^a)  =^  O , 

et  sa  dérivée  relative  ;i  « 

(8i)  {X -  a)  -]-  [y -  V («)]  F'  (a) - cp  (oc)  cp'  (a)  =  0. 

La  reclierche  de  Téquation  ílc  la  spliéralc  se  i"éduil  a  Télimina- 
lion  du  paramètre  a  cnlic  ces  deux  relalioíis. 

La  distance  du  centre  de  Ia  sphèie  au  plan  de  la  caractéris- 
ti(pie  devient  alors 

(85)  h  =  -JÍ^, 

\/l+F'2 

et  les  quanlilés    r,    /,    H  s'en    dcduisent  par  les  foiniulcs  (79), 
(80),  (81). 

112.  Les  sphérales  de  celte  calé^'^orie  prcsenlant  une  série 
'de   sections   circulaires  perpendiculaires  au  plan  de  léquateur, 
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peuvenl  ètre  cousiflérées  coiniue   iles    siirraces   à   front  généra- 
leur. 

Noiís  sonlij^iicrons  avoc  insistani^o  cette  roniarcjut',  puisqirelJe 
suffit  à  elle  seule  pour  ctendre  a  te  iiouvel  objel  de  nos  eludes 
tous  les  resultais  de  la  seconde  parlie,  relalifs  à  la  recherciíe  du 
volume,  du  centre  de  gravilé,  du  nionient  (Tinerlie.  Pour  toutes 
ces  surfaces,  la  généralrice  restanl  un  ccrcle.  les  constantes  de 
divers  ordres  |j.  ou  /,  garderont  toujours  les  valeurs  qui  onl  été 
indiquées  pour  ce  cas  (N.°  8G,  note  1). 

Toutefois  pour  pouvoir  appliquer  eflectlvcnient  cette  assiniila- 
tion,  il  est  nécessaire  que  nous  possédions  Téquation  de  la 
nouvelle  directrice,  ainsi  que  les  deux  lois  de  1'inclinaison  fron- 
lale  et  de  la  similitude. 

Or  Téquation  (82)  de  la  direclricc  dcvient  en  cooidonnées 
polaires 

;•  sin  6  =  F(/cos  6j. 

Admcttons  que  Von  puissc  la  résoudre  sous  la  forme   que  nous 
employons  d'ordinaire 

r  =  Vi  (6). 

La  dislance  //  du  j^oinl  dccrivanl  M  au  piau  tlc  la  caractéristiíjue 
devient  alors  (85),  en  renilanl  a  a  sa  valcur  rcosd 


9[Fi(e)cose].'-?'[Fi(e)cos6j 


Représentons     la    en     abrégé 
par 

A==F.2(Ô). 

Le  triangle  O.MMi  (ílg.   15) 
donne  en  premier  lieu 

ri2  =  r2J-/r2_2r//cos«, 

l'angle  a  étant  íourni   par  les 
formules 


Fig.  lõ 


tans:rt 


Fi 


/Fi^í-hFT^ 


cos  a  =  —7^ 


Fi 


V/1V-  +  F',^ 
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II  vient  doiic 

F', 


Nous  aurons  cl';uit)e  part 

sin  (6  —  6{)        sma 
h  r\ 

c'est-a-clire 

(87)  sin(6-6,)  =  — .■         ^* 


'•1     v'^^lM-F'^2 

En  éliniinanl  6  entre  ccs  deux  relations,  on  obtieiulra  en   rj,  6; 
Téqnalion  de  Ia  nouvclle  dircctricc. 

Quaiit  a  rinclinaisoii  IVonlale,  elle  a  jioiir  valeiír 

(88)         /•=  OMiF  =  ~—  OM,  A  =  ^-  -  (OMA-r  MOMj) 

En  y  renieltant   la  valeur  de  6  en  Ibnclion  de   Ô,    proeurée  par 
réiimination  precedente,  on  obtiendia  sons  la  íornie 

la  loi  de  eette  inelinaison. 

Eníin  celle  de  la  similitude  deviendra 

9  (a)  =  cp  [Fi  (6)  cos  6], 

dans  laquelle  on  aura  substitué  cetle  niènie  valeur  de  6. 

113.  Toutes  les  spliérales  jouissent  de  celtc  importante  pro- 
priélé  que  leur  directrice  (plane  ou  gaúche)  esl  rencontrée  par 
chacune  de  leurs  norn>ales.  En  eíTet  celles-ci  sonl  égalenient 
des  norniales  pour  ciiacune  des  splièi^es  envelopjiées,  qui  ont 
leurs  centres  alignés  sur  la  directrice.  Cetle  dernicre  se  trouve 
en  quehpie  sorte  /ttrissic  de  renseinbie  de  ces  nonuales,  qui 
ravonnent  de  cliacun  de  ses  poinis  en  íornie    de  cone  de  révo- 

Irttion,  d'an{;le  générateur  variable  -^r r. 
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114.  Nous  pouvons  lirer  parti  de  cette  propriété  pour  ré- 
soudre  la  question  suivante. 

Etant  donnée  une  directrice  1"  (82)  dans  le  plan  de  réquateiir, 
déterniiner  pour  chacun  de  ses  points  uue  loi  cp  du  ravon  sphé- 
rique  telle  que  la  spliérale  qui  en  résultera  soit  eirconscritc  h 
une  surface 

(89)  ò(x\  y,  2:)  =  0, 

assij^née  ;i  priori. 

La  norniale  ii  cette  dernière  en  un  de  ses  points  ijc,  y,  z), 
que  nous  prenous  par  la  pensér  sur  la  ligne  de  contact  incon- 
nue,  a  pour  équations 

X  —  óc        Y  —  y        Z  —  z 


ò'  ò'  i>'  ■    ' 

Y  X  Y  y  Y  z  ■         .    • 

D'après  la  remarque  pivcédente  (>"  113),  elle  renconlrera  la  fli- 
rectrice,  puisqu'elle  est  égaleinent  une  norniale  de  la  spliérale; 
et  ce  ne  pourra  étre  que  par  sa  trace  sur  le  plan  de  Téquaieur 
(Z  =  0),  dans  lequel  est  située  cette  courbe.  On  aura  donc, 
entre  les  coordonnées  de  cette  trace 

'j-  ^  -  ■  .    ' 


(90) 

a  =  x 

-Z-     '^-y-^ 

la  relation 

(91) 

P  =  F(c,), 

c'est-à-dire 

(92) 

y- 

■>'.  ~     V           4'.- 

La    ligne    de    contact    será    dès   lors    représentée    par   les  deux 
équations  (89),  (92). 

Quant  à  la  sphcre  (pii  adniet  pour  son  propre  conipte  cette 
norniale  au  point  (te,  y,  z),  elle  doit  avoir  son  centre  en  (a,  p), 
et  un  rayon  's>  encore  inconnu.  Son  équation  est  donc 

(aj-«r^  +  (y-,3)2  +  ^2_cp2. 

Mais  puisque  le  point  (x,  y,  z)  se  trouve  sur  la  li^ne  de  conlaet, 
les  trois  relations  (89j,  (90)  permettent  de  déterniiner  ses  coor- 
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données  en  fonction  de  o(.  Si  dnnc  oii  jcpnrle  ces  trois  valcurs 
dans  cette  cxpiTssion  tie  '^'-,  ou  possèdera  ainsi  la  loi  chcrcliéc 
'^  (a).  A  partir  de  ce  iiKiniont,  on  renlrera  daiis  les  conditions 
ordiíiaircs  pour  la  recherche  de  iVíjuation  de  la  sphérale. 


§  XVIII 
Sphérales  reciproques 

115.  A])pel()n.s  spliérales  vcctoriíl/cs  celles  poui'  lesquelles  le 
ravon  '^  de  la  spliòre  vaiiable  resle  en  cliaípie  poitil  de  la  di- 
reclrice  D  (plane  ou  gaúche)  proportionnel  au  layon  vecteur  O.VI 
de  cette  courbe,  que  noiís  continnerons  ;i  representei'  parr,  mais 
en  lui  allribuant  la  valeur  la  plus  générale,  celle  de  l'espace 


Le  rayon  sphérique  será  donc  B/ ,  ou  /  sin  h,  si  nous  conservons 
nos  anciennes  notations.  l.a  letlre  o  reslera  afleclée  à  rej)ré- 
senter  les  ravons  vccleurs  OIN'  des  divers  poiíits  de  la  spliéiale 
elle-iuème. 

Transíornioiis  tout  rciisenible  de  la  (igure  par  ravons  ve- 
cteurs  reciproques 

r ,'      /.a 

K-*  =''  • 

La  directrice  D  se  change  en  une  courbe  D'  siluée  sur  le  incnie 
cone  de  somniet  O,  et  rencontraut  Ia  precedente  en  un  ou  plu- 
sieurs  points  K,  de  ravon  vecteur  OR      /. 

(>liacune  des  sphéres  se  li"ansíorine  en  une  autre  sphère.  A 
rintersection  de  deux  d'enlre  elles  iniininient  voisines  ct)rres- 
pondra  celle  des  deux  nouvelles.  En  un  niot  chaque  caracté- 
ristiípie  se  cliange  en  une  nouvelle  caractéristique  circulaiie,  et 
Tancieune  enveloppe  devient  utie  autre  sphérale.  Déterniiiions 
en  la  directrice  et  la  loi  de  similitude. 

Les  points  le  plus  rapprochc  et  le  j)lus  éloignc  du  pule  sur 
chaque  sphère  (íig.   16)  ont  pour  ravons  vecteurs 

01>    :/•  — By-(t— li)/', 
OQ^;-l-B,  .^(1+B),  . 
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lis  dcviennciil  inversement  sur  la  nouvelle  sphéní  le  plus  éloigné 


Fig.  16 


et  le  plus  rapproclié  tlii  pòle 


OP  = 


(t-B)r  ' 


0Q'  =  ^ 


(l+Bjr  * 


Mais  le  centre  de  celle-oi  ne  se  trouve  nullement  au   point  M' 
reciproque  de  M.  II  occupe  le  inilieu  Ci  de  la  distance  P'Q' 


n  =  OCi 


OP'  +  OQ'       / 


2/-  \  i-B  ^  1+kB/     (i-ir-í)/-' 


ou  si  Ton  veut 


?i 


1-B-^ 


en  lonction  du  rayoii  /'  du  jtoiíit  léciproípie  M',  La  nouvelle 
directrice  l)i,  lieu  géométriíjue  des  points  (\\,  est  donc  une 
courbe  honiothétique  de  la  Iransforniée  D'  de  la  directrice  pro- 
posce  D,  d'apiès  le  rapport  de  similitude  (') 


í 


1-B^ 


éc2  b 


(•)  II  importe  de  remarqucr  que  cette  ciiconstance  exclut  de  la  théorie 
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Quant  au  nouveau  rayon  sphérique,  il  a  pour  valcur 

=  D/l  . 


(1+B)/-  \  1  -B         /        (I— B2)/ 

La  nouvelle  sphéralc  est  donc  elle-nième  vectoriolle,  et  du  niènu; 
Índice  B  que  la  proposée.  Nous  pouvons  dês  lors  éiioncei"  ce 
lliéoréme  ("onda mental. 

La  tran:iforni((  par  layons  vcdcurs  récipro(iuc>^  d\ine  xphnalc 
vectorirlle  qurlconquc  (Viiidue  sin  h  esl  une  autre  sphéralc  vedo- 
rielle  de  mrme  indice,  uyant  pour  directrice  une  courbe  homothcli- 
que,  danx  Ic  rapport  scc-ò,  de  la  transformée  de  la  directrice  pro- 
posée. 

116.  Considérons  coinnie  exemple  hi  suiTaee  qui  eoncentrera 
plus  loin  nolre  atlenlion  (§  WIII)  sons  le  noin  de  sphero-nau- 
tile,  et  (|ui  a  pour  direetriee  D  la  spirale  logaritlimique 

La  transformée  D'  de  cetle  courbe  será 


el  la  nouvelle  directrice  D| 

cos-Z»        \cosòJ 
ee  (pii  j)eul  .s'rcrire 

La  surface  ré<iprO(/ur  du  spliéro-nautile  <<(  donc  un  sp/iéi  onau- 


actuellc  los  spluraliís  spóciales  que   iious  iippillcrouij  cijuiradialcs^  pour 
lesquclles  Ic  rayon  sphóriquc  reste  constaminent  ógal  au  rayon  vccteur 

B  =  l. 


129 


tile   identique,   mais   renverse   aulour   du    rayon   vecteur   de   va- 

leur ,  de  nianièrt'  à  totiiiiovcr  dans  le    sens    dcxti-orsuin 

cos  o 

si  Ic  proposé  était.  sinisUorsuiu,  ou  lécipiocjueinent. 

Sur  les  divers  cones  de  latitude,    cliaque  cònhélice   a    pour 

transfonnée  une  cònhélice  du  nouveau  sphéro-nautile. 

117.    Considérons  de  niènie  la  spliérale  vectorielle  qui  a  pour 
directi'ice  la  spirale  sinusóide  tl'ordre  quelconque  //  (iN°  l')7) 

r  =  cos"  n6  .  ' 

La  nouvelle  directrice  será 

>[-2  /      Á       V  -1 


ri  = 5-^  — .-  )     cos        n  (—  7ld)  , 

/•  cos-^  u        \  cos  o  / 

c'est-a-dire  une  spirale  sinusóide  d'ordre  égal   et  de  signe  cou- 
traire, 

La  transforf/i('c  jntr  rai/ons  vccteurs  reciproques  de  la  proposée 
será  donc  une  sphirale  apparlenant  h  la  mème  caléí^orie  et  de  inrme 
Índice  vecloriel.  mais  d^ordre  égal  et  de  si^nc  conlraire,  el  amplifiée 
hoviol héliquement  dans  le  rapport  íiéc^ò. 

118.  On  obtient  un  cnoncé  identique  avec  les  spirales  al^t- 
briques  (N"   138),  qui  ont  pour  é([uation 


§  XIX 
Directrice  en  coordonnées  sphériques    .    ■ 

119.  Le  tliéorèine  íondaniental  qui  precede  (N°  1  Lõ)  pcrniet 
d'associer  deux  par  deux  les  sphérales  vectoriejjes  yjour  la  recher- 
che  des  leurs  équations,  en  choisissant  ;i  cet  eílel  la  ])lus  siinple. 
Cette  remarque  devicnt  particulièrcmcnt  utile  en  ce  cpii  con- 
cerne les  directrices  planes  poui'  lesquelles  on  a(l(>|)terait  un  pòle 
vcctoriel  silué  en  dr/iors  de  leur  plun,  \\  une  distancc  //. 

Ce  plan  aura  en  eflet  pou>"  Iranslorniée  par  rayons  vecteui's 
récipKujues  de  module  /  une  spliére  passant  par  le  pòle,  sui' 
laquclle  les  i-avons  vccteurs  de  la  directrice  plane  1)  dcssinent 


láo 


sa  transformée  sphérique  D'.  La  trajectoire  Di   du  centre  des 
nouvelles  sphères  variables,   qui  doit   liii    èlre  seniblahle,    será 

elle-mènic  tracée  sur  une  se- 
cunde sphère  fixe  (d'après  le 
module  dVhoniolliétie  séc-^) 
lacjuelle  est  représentée  par 
la  li^.   17. 

Indiquons  en  conséquence 
la  marche  à  suivre  pour  for- 
nier  réquation    de    la  sphé- 

.rd ii     rale  vectorielle  d'une  courbe 

sphérique  Di,  dont  on  pos- 
sède,  entre  la  longitude 
6  =  AON  de  son  point  dé- 
crivant  IM,  et  sa  colatUude 
|j.  =^  OOM,  réquation 

e^-F(!x). 

Les  coordonnées  j",  ?/,  z  du  centre  M  de  la  sphci"e  variable 
fsi  Ton  prend  pour  unité  le  rayon  de  la  sphère  de  référence), 
ont  pour  valeuis 

X  =^  OK  =  OH  cos  b  =  sin  \y  cos  ^ , 

y  =  HK  =  OH  sin  6  =  sin  \\.  sin  6  , 

z  =  iMH  =  cos  j). . 

Le  rayon  vecteur  PM  seia,  dans  le  Irianglo  rectan<^le  PMQ 
;  =  PM  =  PQ  cos  QPM  =-  2  cos  ^  . 

Le  ravon  de  la  sphère  variable  est  donc  "21^  tos—  ,  et  son  équa- 
lion,   entre  les  coordonnées   coui-antes  X,   \,   Z, 

(X  —  sin  n  cos  bf  +  (Y  —  sin  [i.  sin  bf  +  (Z  —  cos  |i)2  -.  /|  B'  cos^  ^-  , 

on  en  dévcloppant 

X'  +  Y-  \7}  —  1  sin  .j.  (\  cos  6  +  Y  sin  6)  —  2/  cos  \\. 

-f  l-4B'cos2  1^  =  0, 
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c'est-a-dire  en  coordonnées  nilxtes  R,  (o,  I 

rr 2R  ísin  !».  cos  (d  —  co)  +  cos  o.  tang  'k\ 

cos-/.  ^       '  ^  '  .         o    J 

-2B2cosi).^(I-2B2):=0, 
et  enfiii,  (Vaprès  l'cqualion  de  la  directrice 

/     R    \  ^  ^     R    \ 

—  2B2cosiJ.  +  (l— 2B-)  =  0. 

Telle  est  Téquation  de  la  sphèrc  variable   cn   loiíction  dii  para- 
inètre  |j.. 

Prenous  eii  la  dérivée  par  rapport  a  ce  dernier 

B^  sina  cos  X    ,     .    .     .  .  ,^^         \ 
.^ +  siii  /w  siu  a  —  cos  L  cos  •).  cos  ( v  —  o)) 

+  COS  \  sin  [j.  sin  (F  —  co)  F'  =  O  , 

on  cn  divisant  par  sin  [j.  cos  7,. 

B- 

— -  +  tang  /-  —  t'"t  \i.  c(js  (F  —  to)  +  1' '  sin  (F  —  co)  =  O  , 
R 

et  enfin 

(94)  F'sin(F  — co)  =  cot[icos(F  — to)  — M, 

si  l'on  pose  pour  abrég^er 

,       B- 

M  =  tang  k  4-  j^  • 

2R 

Or  la  iclatiitii  (;):>)  doniie,  cn  la  tlivisant  par :— 

'  '         cos  /. 

cos  'k  sin  ;j.  cos  (F  —  to)  4"  sin  X  cos  |j. 

=  ^~. -^  (2B2  cos  |i  +  2B2  -  1)  , 

2  cos/.         2R    ^  '  ' 
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c*esl-à-dire 

sin  [).  cos  (F  -  (o)  -=  —  lang  /.  cos  |).  +  j^^^^  ~  R  ^'"^  ^'^  +  "~2Ír" 

Si  eníin  nous  iiilroduisons  la  iioiivclle  abréviation 

2  \  cos2  X  ^        R 
ou  pourra  écrire 
(95)  sin  [).  cos  (F  —  (o)  =  N  ^  M  cos  n  . 

Suhslituoiis  celte  valcur  de  cos  (F  —  co)  dans  Tég^alité  (9'i),  il 
vieiulra 

(9G)  F'  siii-  [).  siii  (F  —  (o)  =  N  cos  |j.  —  M  . 

AcUielIcinciit  imiltiplioiís  les  deiix  nieiíibies  de  la  relation  (95) 
par  F  sin  ;j.,  élevons  Ics  au  caiTe,  ainsi  que  ceux  de  (96),  et 
ajoulons.  Noiís  laisous  aiusi  disparaitre  o),  el  il  i'este 

(97)     V-  sin'»  |).  =  F'2  sin2  >,.  ÇS  -  M  cos  |j.)-  +  (N  cos  [i.  -  Uf  . 

Cette  résolvanle  rcnlcnuc  ji  sons  les  siy;nes  trigonoinctriques 
et  dans  la  fonction  F',  sans  (pie  F  y  paraisse  par  lui-mèine. 
Quanl  aux  syniholes  M,  N,  ils  sont  iini(pienienl  fonclions  de 
R  et  /..  II  ne  lestcra  plus  (ju';i  tircr  dans  clnupic  cas  de  cette 
éj^alité  rexj)rcssion  de  |x,  pour  Ia  substituei'  dans  la  precedente 
(9(5),  ce  (pii  lournira  en  R,  (o,  X  Péquation  de  la  splicrale. 

120-  Appliípions  cette  niéthode  ;i  la  rechcrclie  de  Ia  splié- 
ralc  vcctoiícllc  (pii  a  j)onr  diroctrice  une  loxodromie. 

Le  trianjjflc  iniinilcsinial  (bi'iné  j)ar  les  trois  ares  élénientaires 
de  cellc  li{;ne,  dii  nicridien  et  du  jiarallclc  donnc  pour  1'angle 
consfí/ni  tf  (|ac  lail   la  coui"be  avei'  Ic  nicridien 

r/[i 
cot  a=    .         -  , 
sin  \i  (ío 


(l'ou  l'on  tire 
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í/[i  sin  |j. 


La  relalion  (97)  devient  dès  lors 

tang'2  a  [sin  ^  ^  -  (N  -  .M  cos  n)2]  =  (N  cos  \i  —  ^Vf  , 
ou  en  développant 

[(iM^  +  1)  sin^  a  -f  N^  cos^  n]  cos^  n  +  2MX  cos  |t 
-  [(iN2  -  1 )  sin'  a  H-  M-2  cos'  a]  =  O  , 

équation  du  second  degré  en  cos  ij.,  (jiii  pernieltra  (l'acliever  Ia 
solution. 

121.  La  transfonnée  D'  de  la  loxodroinie  D  est  une  spirale 
logarithniique  du  nièuie  angie  «,  et  la  courbe  Di  seniblahle  ii 
celle-ci  une  spirale  identique,  mais  déviée.  Toutefois  il  ne  s'en- 
suit  pas  pour  ceia  que  la  sphérale  correspondante  soit  un  spliéro- 
nautile.  En  eíFet  le  rayon  des  sphères  variables  devrait  pour 
cela  prendre  comnie  valeur  Bí;•^^  tandis  (pi'elle  est  li  V^  A' +  ^''^^ . 
II  s'agit  donc  ici  d'u!ie  surface  plus  générale,  d'après  Tarbi- 
traire  h,  admettant  conime  limite  le  sphéro-naulile,  lorsque  ce 
paramètre  tend  vers  zero. 

§XX 
Directrice  en  coordonnées  rectangulaires 

122.  Hevenons  maintenant  à  la  directrice  (82),  rapportéc, 
dans  son  propre  plan,  à  des  coordotmées  rectangulaires.  Nous 
avons  vu  qu'il  suffit,  pour  obtenir  Téquation  de  sa  spbérale 
dans  les  conditions  les  plus  générales,  d'éliminer  a  entre  les 
deux  relations  (83),  (84). 

Pour  en  montrer  un  exemple,  prenons  counne  directrice  un 
cercie  de  rayon  égal  ;i  Tunité,  avec  un  rayon  sphérique  By  pro- 
porlionnel  ;i  Tordonnée  de  cette  circonférence.  Si  6  designe 
Tazimut  du  centre  de  la  sphère  variable,  elle  aura  pour  équa- 
tion 

{x  -  cos  bf  +  {y-  sin  0)2  -f  22  =  B2  sin2  Ô  , 

(jc2  +  yS  j_  2-2)  _  2  (x  cos  6  +  2/  sin  0j  +  cos^  6  +  ( 1  _  B')  sin^  0  =  0, 
VoL.  III  —  N.°  3  1 


vu 


«11,  en  eoordoiinées  iiiixtes, 


R2 


1' li  cos  (6  -  (o)  +  I  -  B^  sin2  6  =  o  , 


cos-  /. 

Cette  relation  donne  comine  déiivée  relativo  à  6 
li  sin  [6  —  to)  =  B-  sin  6  cos  6 . 


On  tire  de  l;i 


B2 

sin  [d  —  to)  =  --—  sin  6  cos  6 


cos  (d  —  to)  ^= 


et  en  ajoutant  Ics  carrtís 


R  1— B^sin^ô 

2  c^os n  "^  2R^ 


aj 


1  - 


B^sin2e(l— sin^Ô) 


R 


1-B2sin2e\2 


2  cos2  K 


2R 


('qnatit)n  bicarrt''e  en  sin  6.  II  n'y  aura  jiliis  qu'a  subslitiier  la 
valeur  fjirellc  loniiiit  dans  rt''quation  dérivée,  pour  oblenir 
celle  de  la  sjíliéralc. 

123.  I.a  niclhoflc  f;t''iu''ralc  se  sinipliíie  pour  les  sphéi'ales 
ét/u/íuídfis,  dans  iestpiclles  le  i'avon  de  la  sphère  nH)bile  reste 
conslaninienl  t-iíal  ;i  Pordonnt^o  de  la  ibrectrice. 

Si  en  eílet  on  remplace  cp  par  F  tlans  Téquation  (83),  elle  se 
rt-duit  ii 


(98)  F(a) 
d'ou  la  dérivée 

(99)  F'(a) 


(a-xy  +  y^  +  z^ 


23/ 


a  —  X 


avec  éliniinalion  de  a  cnlre  ccs  dcux  iorniulcs. 

124.  .Si  noiís  V  faisoMs  ;i  la  lois  // =  O,  z  =  0,  l'iine  ípiel- 
cont|ue  (les  deux  donne  .v  a.  et  1'aulre  se  lrt)nve  itlentiqne- 
niciit    salislailt*   par   ccllc    suhslil  iilinn.    II    en    laiit    conchirc  <[ne 
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la  droite  représentée  par  cos  deux  équalions,  c'est-;i-clire  laxe 
des  abscisses,  lail  toiíjours  partie  de  ia  surface.  C^e  résiiitat, 
d'ailk'iirs  évident  ;i  1'avance,  iious  perinet  de  signaler  une  coii- 
séquence  uliie. 

Le  pied  P  de  toute  ordonnée  (fig.  18)  fait  d'après  cela  partie 
de  la  caractèristique.  Or  noas  sa- 
vons  d'une  manière  g-éiiérale  (N° 
109)  que  la  trace  du  piau  de  cette 
courbe  est  une  perpendiculaire  sur 
]a  tangente  en  M  à  ia  directrice. 
Abaissons  donc  cette  perpendi- 
culaire PP'.  Mais  cette  tangente 
contient  aussi  le  soniniet  M-j  du 
cone  de  révolution  circonscrit  sui- 
vant  la  caiactéristique.  Or  PO 
tangente  au  grand  cercle  de  Ia 
spliére  mobile  est 'une  des  géné- 
ratiices  de  ce  cone.  Le  sommet  M-2  se  trouve  ainsi  determine 
par  i'inlersection  de  ces  deux  droites.  Des  lors  la  spliéraie  se 
presente  sous  un  nouvel  aspect  distinct  du  précédent,  comme 
['euveioppe  des  cones  de  révolution  engendres  par  la  rotation 
de  l'axe  des  abscisses  autour  d",  toutes  les  tangentes  de  la  di- 
rectrice successivement, 

125.    Pi"euons  commcí  exemple  la  lo^cirithmique 

y  =  e'"'*  . 

Les  formules  (98),  (99)  deviennent 


emv.  = 


ema 


2y 

a  —  jc 
my 


d'oCi  il  suit; 


(a-a?)2 (ot-í»)  +  V"  +  z*-0, 


a  —  X 


V: 


m  —  V    íii 


2       y'^  —  ^^y 
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et  pour  l'équalion  de  la  sphérale 

yl  +  ,2  _}_    /.L  +  */_!   __  y-  _    j\       =   2^^'»'^±V/*-»'^(^H-lí)  . 

L'équation 

?/  =  nLogíB, 

represente  aii  forul  la  mèiiie  courbe;  mais,  résolue  sous  celte 
loriiie,  elle  donne  naissanee  a  une  sphéiale  toute  dilíérente.  Les 
ravons  sjjhériques,  égaux  aux  nouvelles  ordonnées,  le  sont  dès 
lors  aux  anciennes  abscisses  et  non  plus,  conime  tout  à  Theure, 
aux  anciennes  ordonnées. 

Les  formules  générales  (98),  (99)  donnent  alors 

(a-^)2  +  ^2  +  z2- 
«Lofí«  = — , 

n       a  —  X 
a~      y      ' 

cette  dernière  peut  s'écrire: 

{a  —  x)-  -\-x{a~  ã-')  —  ny.^0  . 

Elle  nous  louniit  a  —  x  cpril  sufKl  de  repórter  dans  Ia  prece- 
dente; d'ou  Téqualion  de  la  nouvelle  sphérale 

"      o               /\^x^  +  ny-\-x\         „,       f\/a:'^  +  ni/-xy 
z-  =  2n7jLog\^ j-_y-_(^ j    . 

126.   Considérons  encore  connue  dii^eclrice  la  chainette 

gmx  -L.  g—inx 

y= — 2 — • 

Nous  aurcms  (98,  ilíl) 

(.00)  .»,  +  .-«  =  i?z:?)l±2!l±íl, 

2 
my 
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d'oú,  eii  ;ij()iit;uil  et   lelratulianl   alu-i  nalivcincnl 

m 

9 

lye-ma  =  ^2  -f-  j;2  -i-  Ux  —  xf  —  ^-  (et  —  jc)  , 

m 

et  en  niultipliant  meinbre  à  niembre 

4/  =  [f~  +  j2  +  ^,,  _  a,y.j2  _  .  !_  (.,  _  ^)2  . 

De  lii  une  équation   bitarrée   cn  x~x,  dont   on  substiluera  les 
racines  dans  la  Ibnnule  (lOOj. 
La  sinusóide 

y  =  cos  ;/,r  , 

conduit  égalenienl  ii  une  équation  bicarrée;  et.  cela  Hevait  étre 
en  eíFet,  puisque  les  dcux  étjuations  rentreiít  Tune  dans  Tautrc 
si  Ton  ])rend 

m  -^n  V  —  1  . 

127.   Envisageons  eníui  couiuie  dircctricc  la  parabole  d'ordre 
positif  quelconque  «,  cntier,  fractionnaiie  ou  inconiniensurable 

i/  =  x'\  F  =  a"  ,  F'  =  7ía"-*  , 

ce  qui  donne  pour  les  équations  générales  (ítSj,  (!J9) 

(101)  2?jx»  =  (a-xf  +  f  +  z^-, 


(102)  «7/a 


)i-i  _ 


a  —  X 


iMultiplions  la  première  par  n.  la  seconde  jiar  2x,  et  relranchons. 
Le  terme  a"  disparait,  et  il  reste 

„  (a  —  X)-  —  2(oc-x)  +  n(i/^  z^-)  -  O  , 

ou,  sous  une  autre  foniie 

( 1 03)         in  -  2  j  (a  -  xf  -  ix  (a  -  a;)  +  «  {f  +  Z')  =  O  , 
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éfuialion  (In  sccond  (lof;ic  cu  ca      x  (|i;i  donno 


(104)  {n  —  'í){a.  —  x)^x±\/x^-  n  (n  —  2)  {j/  +  2*j  , 

En  substituant  dans  l'égalité  (102j,  on  oblient  Téquation  de  la 
sphérale. 

128.  II  SC  presente  cependaiit  une  exception  pour  le  eas, 
préeisénieiu  le  plus  simple  de  tous,  eelui  de  la  parabnle  dii  se- 
cond  defere  (/?  =  2).  La  íonnule  (lOi)  ne  peiít  plus  alors  four- 
uir  a-,  mais  si  l'()u  se  reporle  à  (103),  il  vieut  direcleuieul 

.y-  +  =^'  . 

— =  a  —  jc  =  Zyot. . 

Tiraut  de  lii  a  et  a  ~  x  pour  les  subsliluer  dans  (101),  on  obtient 

1x-y 
d'ou,  en  nuiltiiilianl,  par  — ^  .     , 
'        y--\-  z- 

(105)  {y^-Vz^'){\-^)^V^hj^ 

sphérale  du  troisièuje  de^ré. 

Sa  Iraee  sur  le  plan  .r  =^  O  de  la  directriee  a  pour  équation 

2/(l-2.y-2a;2)=.0, 

qui  represente  d'une  pai't  l'axe  des  abscisses  ?/=  O,  eoiunie  nous 
le  savons  d'une  nianièie  générale  (N"  128),  et  en  second  lieu  le 
cerele 

^'+2/— |-  =  o, 


qui   passe   au    soniuiet    de    la    parabole,    et   a   pour  eentre    son 
fover  (*). 


(•)  Cest  précisémeut  pour  cette  surface  qu'a  été  tracée  la  figure  18. 
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§  XXI 
Directrice  en  coordonnées  polaires 

129-  Supposons  maiatcnaul  que  la  directrice  soit  rcprésentée 
par  réqualiou 

r  =  V{d). 

La  sphère  qui  a  poiír  ravoíi  '^(6)  et  son  centre  aii  poiíit  (/•,  6) 
admet  comnie  éíjuatiou 

( 1 06)  (jc  -  ;•  cos  dr  +  íy  -  r  sin  6)  +  z-  =  f  , 

( 1 07)  x^  +  f  f  «2  _  2F  (jc  c(is  fi»  -L  y  sin  6)  +  F^  -  ç>"2  _  ,)  ^ 

112 

( 1  OH  1  y-. 2 KK  cos  (Ô  "  CO )  4- 1'"-  -  '^^  =  O  . 

cos-  A  • 

La  déiivée  relative  ;i  O  dcvient 

(109)       FR  sin  id  —  0))  -  V  l\  cos  (d  -  co)  +  FF'  -  cp-^'  ==  O  , 

et  Téquation  de  la  sj)héiale  s'oblient  par  Téliniinalion  de  O  entre 
(lOBj  et  (109). 

130-  Si  Ton  envisage  en  particulier  une   sphérale  vectorielle 

'^  -=  Br  =  r  sin  /y  , 
ces  équations  íbndanientales  deviennent 

n  10)  F-  eos^^  -  2FU  cos  d  -  o)  J .r^  =  O  , 

^  cos-  />. 

(111)      FF'  cos"^  /j  ~  \{  [F'  cos  {d  -  O))  -  F  sin  [O  -  (o)]  -=  O  . 

131.    Mais  revenons  an\  formules  eiuièrcnienl  •^énérales  (  108, 

I09j,  poiír  calcider  les  dilicrcnts  élénienls  de  la  caractéristique. 

iNous  savons  (jue  léípialion  (Irrivéc  009)  rej)résentc  Ia  trace 
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(lu  |>l:iM  vcinc;il  de  ccllc  com  bc.    IWikIdii.s  liii,  en  coortlonnécs 
rcclang;ulaircs,  la  roriiic 

(F  sin  d  —  V  cos  d)  X  -  (F  cos  Ô  +  F'  sin  6)  ?/  +  FF'  -  cp-^'  =  O  , 

La  dislance  h  de  ce  plan  au  point  décrivant  M  (r  cos  6,  /  sin  6) 
a  pour  valeur 

( F  sin  6  —  F'  cos  0)  F  cos  6»  —  (F  cos  Ô  +  F'  sin  b)  F  sin  6  +  FF' -  cpcp' 
~  / (F sin e - F' cos  ^Y  +  (F cos 6  +  F'  úníf 

ou  en  rcdnisant 

(112^  h^-j-^"^- — ^. 

^  '  /F2  _|_  p/2 

Nous  en  dcdnisons  (80)  le  rayon  de  la  caracléristique 

(113)  ís  =  .^2_/,=  ^,^.(|__ll_^, 

l'an^dc  gcnéralcur  (ID)  du  cone  circonscril 

(114)  sinc-'''-  "^ 


?       V^F2  +  F'2 
la  hauleur  (81)  de  ce  cone 

(1,5)        H^i^^A/'-"+j^j:'v 

enfin  la  dislance  IMiVl2  =  H  +  ^  du  point  décrivant  M  au  somniel 
du  cone  circonscrit: 

h  h        Cp'  cp    sma 

132.    \j)pli(pions  spécialement  ces  formules  au  cas  des  sphé- 


rales  vccldiielles 


(ir 
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'^  =■  F  sin  h  , 
FF'sin"2^ 


("8)  '-F-V-PtI^'' 

F'  sin  b 

(119)  sin  c  =  - , 

..        F  /F^+F'2cos2/> 

(120)  H  ^       ^ 


F' V       j/f2-j-F'íí 


(121)  H  +  A  =  --^1/fí  +  F'2  = 


F  cos « 

CeLte  dei'nière  valeur  est  indépendanle  du  coefficienl  vccto- 
riel  ^.  Eile  niontie  que  le  soniniet  M-2  du  eòne  eiivonscrit  se 
trouve  a  rintersection  de  la  tangente  MM^  de  la  direclriee  avcc 
la  peipendiculaire  OM-2  élevée  au  pòle  sur  le  rayon  vecteur  OM, 

Lorsqu'il  s'agit  spéeialement  du  sphéi'o-naulile,  donl  la  di- 
rectrice  est  une  spii-aie  I()garitlimi(|ue,  on  sait  (pie  telle  est  la 
eonstruction  qui  fait  connaitre,  en  MMo,  la  longueur  de  Tare  de 
cette  courbe  ;»  partir  de  son  pòle  asyniptotique. 

133.  Supposons  coninie  exemple  une  directricc  rectiligne 
perpendiculaire  a  l'axe  polaire 

/•  cos  6=1,  F  = 


cos  6 
La  relation  (107)  devient 

0^2  +  f  +  ^2  _  2íc  -  2y  tang  6  +  cos'-  Z»  (1  f  tang^  d)  =  0. 

On  y  peut  considérer  tangai  comnic  le  paraniétre   par  rapport 
auquel  doit  ètre  prise  la  dérivée,  ce  qui  donne 

tans:  d  = 


^  cos-^Z/  ' 
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(Toi'],  vn  siih^til  iiani 


.r-  +  f  +  z-  ,    2x -^'^rr  +  cos^  ^  =  O  , 


os-  ò 


cc  (|u'()n  |)eut  éorire 

(a;_  1)2 -1-22 


>in"^  ò  cos^  ò 


=  1  . 


Ou  y  rcconnait  Prqiialion  de  la  sui-faoe  í^aiicho  de  révoliilion 
auloiir  de  la  direetrice.  Sou  hyperbole  inéridiennc 

sin-  õ  cos-  fj 

a  jKuir  demi-axes  sin//,  eos /y,  el  pour  fover  l'orij;iiie. 

Si  l'on  veiU  etivisai^er  eoinnie  seeond  excinj)le  iiii  ceiele  rap- 
porté  à  l'un  de  ses  points,  il  ne  sei"a  plus  néeessaire  de  re- 
prendie  ;i  eet  eílet  aiieiin  eakiil.  (lelle  courbe  est.  en  eílet  la 
ti-anslormée  par  layoiis  vccteurs  réeiproqiies  de  sa  tangente  au 
point  diainélralenient  opposé  au  pòle.  Dès  lors  Ia  uouvelje  splié- 
rale  será,  d'aj)rcs  le  lliéorème  loiídaiiieiilal  dii  N"  IKi.  la 
Iraiisloiinée  par  layons  vecleurs  i'é(ij)roques  du  précédenl  liv- 
perboloide  de  révolulioii  ;i  une  nappe  i  elaliveuient  a  uii  des 
points  de  sou  cerole  local,  ;i  savoií- 


K  —.  cos  K  (cos  /.  cos  (I)  +  \/cos-  \  —  cos-  ò)  . 

134-  La  uiélliode  yéuérale  se  siniplifie  Iorsqu'il  s'a^it  des 
sphérales  i(jui/(i(//a/rs,  jjour  lcs(juelles  le  lavon  s|ihéri(|ue  reste 
coustaiuuient  é<^al  au  ravon  vecteur:  'Z> --  r.  II  vient  alors,  en 
supposant  cos  Z*  =  O  dans  les  relatioiís  (110),  (IH) 

(122)     F=.- ,  ^        -,,.    ,         V~        >^-UÔ--) 


2  cos  (d  —  O))  cos-  K  '  2  cos-  {O  -  o))  cos-  ■// 

ce  que  Tou  peut  uieltie  sons  la  lornie 

Nous   auroiis   éiraleuient   eu   divisaul   uuMubic   ;i   iuend)ie,    el   cu 
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forinant  hi  soiunie  des  carirs 

2  cos-  k        ^/l'~^'  F'* 


(124) 
(125) 


K 


tang  {6  —  (o) 


1.-2 


F' 


cot  rt 


(Foíi  Ton   déduil  encore    ces    íbnnules    (|ui    iious    seroiil    uliles 
plus  loin 

F        t:  F' 

(126)  O)  =  6  +  arctan8-  -^  -  —  =  O  -  arctanj,-  —  , 


y-i  _  FF" 


F2  4-2F'2-FF' 
pá  +  Y'i  j  -  -         Y^-Z^i 

135     Lcs  éíjuations  (122)  j)eiiveJit  ,s'é(riie: 


f/d 


H 


cos"^  k 


2F(Ô)c()s(0  -CO) 


2F^  (6)  cos--' (61 -03) 
sin  (6  —  (o) 


Si  Toii  iinaí;;ine  (juc   Tou  ail   suhsiilué   dans  rune  ou    rauli"('   la 

i> 

valeur  de  O  deduite   de  (120),   oii  obtiendra  ,.     vn  loncliou 

cos-  /„ 

de   (O.    La    scclion    opcrcc    pai-    iin     plaii    inciidicii    (pielcoiupic 

O)  — const.     scra    doiK;     toiíjoiírs    une    coiirhc    icpicscnléc    par 

l'équation 

R 

cos^  X 


const.  , 


ou,  entre  les  coordonnccs  polaircs  (o,  X) 
— — r-  =  const.  , 

COSA 

c'est-;t-dire  un  ceccle  |)assanl  par  Ic  pòle. 

Et  en  eflet  ce  point  appartcnanl  a  loiítes  les  splières,  {'lúl  né- 
cessaireiuenl  partic  de  la  splicralc  cl  de  toutes  les  caractéristi- 
ques.  On  ohticnt  donc  Ictirs  diveis  plans  en  inenara  par  le 
pòle  des  plans  noi-niaux  aux  taivi^cnles  de  la  dircctriíc  (plane 
ou  f^auciíc).  Lorsque  celleci  se  trouvc  coin|»ris('  dans  un  plan, 
ce  sont  prcciscnicnt  les  sections  circulaircs  uirridicnncs  <pic  le 
calcul  vicnt  de  niellre  en  évidcncc. 
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On  recoiiiiait.  dcs  lors  (jiriiiie  sj)li('rak'  éqiiifadiale  est  ciij^cn- 
drée  par  uu  cercie  variable  qui  passe  incessaniineiil  par  Ic 
pôle,  tandis  que  son  ccnire  panoui-t  la  podaire  de  la  directrice 
(plane  ou  gaúche)  relative  à  ce  poinl. 

Hevenaut,  au  cas  oíi  eelle-ci  esl.  comprise  dans  le  plan  de 
réqualcur,  nous  vovons  que  la  l)'ace  équatoi-iale  de  ia  sphérale 

é(piiiadiale  est  une  courbe  honio- 
ihétique  de  celte  podaire,  oble- 
nue  en  doublant  tous  ses  rayons 
vecleurs.  En  eflet  0M|  (fig.  19) 
élant  la  trace  du  j)lau  de  la  cara- 
ctérislique,  le  point  M'i  situe  sur 
le  grand  cercie  de  la  splière  va- 
riable, apjiartient  à  la  sphérale, 
ainsi  qu';i  sa  Irace  équatoriale. 

Cest  d'ailleurs  ce  qu'expriinc, 
dans  le  cas  actuei,  fa  formule 
(125),  d'après  le  triangle  OMMi. 
Constatons  donc  que  les  sphé- 
rales  é<(uiradiales  jíour  une  directrice  (M)  sont  léípiivalent  de 
nos  ancienncs  équiradiales  ;i  IVonL  méridien  j^énéralcur  (\'  1()|. 
mais  pour  une  directi'ice  (!\Ii)  toule  diirérente,  qui  est  la  po- 
daire de  la  première. 

136.  Prcnous  counue  exemple  de  dircitrice  la  sj)irale  sinu- 
sóide (l'ordre  tout  ii  lait  (piclconcjue  // 

/■'»  =  cos  nd  , 

1  i—n 

V  =  cos  "  /id  ,  ¥'  =  —  cos   "    /i6  sin  nd  . 


Fi.íj.  19 


La  relalion  (125)  donne  a  lors 

/     cos  nÔ 


=  Ô-a 


/       COSn(7\  ,       ,     ,>^ 

\      sm  no/ 


e  = 


w+  1  ' 
cl  cu  rcporlant  cctte  valcur  dans  (124) 


6  —  w  =  — — -  (O  , 


(127) 


K 


2  cos^^  X 
éípiation  (Ic  la  sphérale  écjuiradiaic. 


" '  '  /  \ 
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Elle  a  pour  trace  é({uatoriale 

(128)  ©"^"-Kn-^"')' 

c'est-a-dire  une  autre  spirale  sinusóide  d'ordre  — ; — -  ;   résullat 

'■  n-\-  l 

conforme  au  théoréine  pi"écédcnt  dS"  136),  d'après  ce  que  l'on 
sait  de  la  podaire  de  ces  courbes  ('). 

137-   Nous  pouvoíis  éi,^aleinent  eííectuei"  cette  recherclie  pour 
Ics  coniques  rapportées  a  leur  foyer 


a{l  -\-  e  cos  6) 
On  obtient  alors  comnie  cqualion  de  la  spbérale  entre  I'>,  to,  X 


(O  =  are  cos  m  —  are  laner ' 


1  -j-  em 
en    employant    Tabrévialion    suivante 

•lò*  cos^  K  I  +  e'' 

138.  Envisageons  encoie  comnie  exemple  la  spirale  algcbri- 
que  d'ordre  quelc(jnque  n  positif  ou  néijatif,  entier,  fraction- 
naire  ou  ineommensurabie 


(i)  On  peut  signalev  les  directrices  suivantes,  qui  fournissoiit,  comine 
traces  équatoriales,  dautres  spiniles  sinusóides  ('"galcment  simples : 

n  1 

Cercle         n  =  1 ,         — n  =  ^    caidioide, 
íí  -|-  1       2 

Parabole        —  y,  —1    droite, 

Hypeibole     —2,  +2    lemniecate. 
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La  formule  (124)  tlevieut 


2  cos2  K  _  v/  d'"  +  n^Ô^"-^  _\/d-  +  n- 

c'est-a-diie 

4  cos* I 
(129)  ^^^   ^-"+^  -  02  _  „2  _  o  . 

La  relation  (125)  doiiiie  de  son  cote 

fí        — 
(0  =  6  +  are  taiiff -f . 


Klle  est  ncLleinont  iiisolulile  par  rapport  à  d.  Mais  Ia  prece- 
dente, qui  est  algébrique,  pourra  dans  certains  cas  fournir, 
pour  ce  parâmetro,  une  valeur  qu'il  suffira  de  substituer  ici,  de 
manière  ii  oblenir  définitivemenl  ré(|uation  de  la  sjibérale. 

Celtc  cireonstance,  si  lOn  se  borne  an\  fonetions  élénientai- 
res(*),  se  présentera  ])our  dix-sej)l  direetrices  divei\ses,  qui  ra- 
mènent  aux  qualre  jjremiers  degrés  la  résolvante  (129),  envi- 
sagée  par  rapport  a  1  ineonnue  0  elle-même  ou  a  certaines  puis- 
sances  auxiliaires  de  6.  Ou  se  trouve  conduit  an  quatriènie 
degré  pai'  les  valeurs  suivantes  de  Pexposant  n 

3         1         _1         _Í         _1         _-4- 

•      ;',  •  4  •  í  •  3  • 


(')  Si  Ton  fait  71^4,  la  résolvante  (129)  preud  d'elle  nu'mc  piir  rap- 
port íi  rinconnue  auxiliaire 


02  cos  ■/ 


Vi"^- 


la  forme  réduite  de  IÍring  et  de  Jerrauo,  qui  a  été  cniployóe  par  Hermite 
ponr  raincner  aux  fonetions  olliptiíiues  la  rí-solntion  de  róquation  du  cin- 
qnirmp  doífré.  On  olitionf  do  t"ll("<  ('i|n!itions  pour  les  douze  valeurs  sui- 

Villltrs  tic   // 

3    2    1         1         r    _'^    _"^    _'l  _^  _^  _;s 
'  2'  3'  4'  ~  5'  '    5'  ~"5'       5'  ~V~3'~r 


14' 


au  troisieme  avec 


2(*),       ^ 


1(2)         _J_  2^         _^ 

3  '  3  '  2  ' 


au  second  pour 


1  (^) 


enfin  au  premier  degré  avec 

O  (S) ,        -  1  . 

Je  me  conlenterai,   parnii  ces  viiij;t-neuf  pi-()l)ltMiies,   d'enTÍ- 
sager  le  plus  siiuple,  qui  est  celui  de  ia  spiíale  liy|)C'rl)t)liqne 

71  =  —1  F^--         F' = —  =  —6 

'  b  '  6-í  '        F 

La  relation  (125)  devient  alors 

(130)  to^Ô  +  arjcotÉ» 

QuatU  ii  la  résol vante  (12  í)  elle  donne 

4  cos^  L 
:, 6^  —  1  =  O  , 


(.3.)  ^V^^-'' 

ce  qui  founiit  pour  I'équalion  de  la  sphérale 


/4cos*/.  ,  /4cos*>. 

(132)         (O  =  y/  — ^^ 1  +  are  cot  y/  —^~ 


(')  Conchoído  de  Ia  spirale  de  Galilke  (Gomks  Tkixkira,  Tratado  de  laá 
curvas  especiales  notahle.s,  p.  367). 

(-)  Spirale  de  Fermat  {ibidem,  p.  371). 
(^)  Spirale  d'AucinMKDE. 
(*j  Lduus  de  Côtks  [ibidem,  p.  380). 
(••)  Ccrcle. 
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§  XXII 

Sphéro-nautile 

139.  Arrivoíis  eníin  à  rapplication  principale  que  nous  avons 
eu  vue  dans  ce  travail,  c'esl-;i-dire  ;i  1'équalion  du  aphéro-nau- 
tile,  pour  lequel  la  direclrice  est  la  spirale  logarithiiiique;  le 
module  veitoriel  h  rcflevenant  quclcouque. 

La  lonuule  (121)  doiuie  alors 

Ag2A0  p(jj.2  /,  _|-  1^  [^,aO  jji,j  ijj  _  ^,j)  _  s^^xf>  ^.^^^  (Q  _„,)]_  Q  , 
(133)       c^  cos  a  cos-  ^  =  K  [cos  (6  —  «)  cos  a  —  sin  (6  —  (i)  sin  a] . 

((34)  .A^^U-^í^^-í). 

^  cos  a  cos-^  o 


Si  Tou  substitue  cette  valeui'  daus  la  relation  (110),   H  dispa- 
rait,  el  il  reste 

cos-  (6  —  O)  +  a)         cos  (6  —  CO  +  «)  cos  (6  —  co)  1 

cos^  a  cos'^  b  cos  cr  cos  ^^  cos^  k 

,t  1       \r  /c  ,       \        r»  '  /z,  \  T    ,    COS-«COS-^ 

cosío  — (oi-a)  cosío  — (0+rt)  — icos(a— co)cosrt  -J -^-r —  =  0. 

\  V  /  j  cos^A. 

,,,,.,  ,       cos'flcos^^ 

cos  (o  —  (O  -p  a)  cos  (o  —  to  —  a)  = -^^ , 

^  '        ^  '  cos-/. 

a,.  ,  a  -1//  NO  COS^flCOS*^ 

COS*  (0  —  to)  cos^  a  —  sin-  (O  —  to)  sin-  a  = ^-^ . 

^       ^  ^  ^  cos^X 

On  tU'fluit  tle  la  successiveincul 


COS  /7       • , 

( 1 3  5)  sin  (6  -  to)  =  — ^  v/«í s«  \  -  cos^  b  , 

■    cos  /. 


v/sin^  a  cos*  X  +  cos*  a  cos*  b 

cos  (o  —  to)  = r , 

cos  X 


Í49 


Rometlant  ces  valeiírs  dans  (133),  on  obtient 


.aO 


K 


(1 36)       e^^'  = — ( v/sin-  a  cos^  K  +  cos^  a  cos^  ò 

cos-  o  cos  /w 


—  sin  a  \J  cos-  X  —  cos^  ^) . 
on  sous  une  forme  écjuivalente 

R 


(137)     6  =  tang  «  Log 


cos  X  cos- b 


5-^  (  /sin-  a  cos-  X  +  cos^  a  cos^  ^ 


V/sin^  «  cos-  K  —  sin-  a  cos^  b) 


Comme  d'ailleiirs  la  relation  (135)  nous  donne  cn  niènie 
lenips 

(138)  6  =  03  +  are  sin  (^-íi^ji^-v/cos^ /.  -  cos^^^  , 

si  nous  égalons  l'une  ;i  l'auHc  ees  deux  valeurs  de  Tazimut  0, 
nous  oblenons  enfin  1'équalion  du  s])héi'o-naulile  entre  W,  (o,  /., 
et  les  constantes  a,  h.  .Mais  il  est  inutije  d'efí"ectuer  cette  transcri- 
ption. 

140.  En  faisant  dans  1'équation  en  question  X  =  0,  nous 
obtiendrons  celle  de  la  trace  équatoriale 

(O  +  are  sin  (cos  a  sin  ^) 

r     o  -. 

=  tang  a  Log    r-r  ( t/sin-  a  +  cos"^  a  cos-  b  i  sin  a  sin  b^    . 

Lcos- 6»  J 

Elle  est  forniée  de  deux  spirales  k)garithuiiques  égales  ;i  la  di- 
rectrice,  mais  déviées.  On  ne  doit  en  efíet,  parnii  les  quatre 
conibinaisons  que  fournissent  les  doubles  signes  des  deux  ra- 
dicaux,  prendre  (jue  les  deux  valeurs  positives,  sous  peine  de 
rendre  le  logarithiiie  iniaginairc. 

Reniarquons  d'ailleurs  que  la  valeur  (138)  ne  comnience  à 
ètre  réelle  que  pour  des  latitudes  inléiieures  ii  k  =  b.  Telle  est 
donc  l'équation  de  la  cònbélice  de  contact  entre  le  sph«M'o-nau- 
tile  et  le  cone  cpii  lui  est  circonscrit  ii  partir  du  pòle. 

141.  Les  expressions  (136),  (137),  (138),  equivalentes  entre 

VoL.  III  —  N.°  3  2 
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ellcs.  ])ivsoni(Mii  unv  g^rande  imjíortancc.  EIlcs  détcrminent  en 
cllcl,  ])()iir  cliaíiiu;  poiíil  (I\,  o),  X)  (Ic  la  surface,  raziínut  6  du 
centre  fie  la  spliére  (jui  Tv  touclie,  ou  encore  (IV"  113)  le  pied 
de  sa  nonníde.  La  preniière  de  ces  formules  fournit  cet  aziniut 
en  fonction  de  11,  L\  la  seconde  en  o),  K. 

La  dernière  (13^)  será  la  plus  ulile.  Si  on  la  laisse  seus  sa 
precedente  forme  (135),  elle  exprime  le  sinus  de  Tappoint  6  —  co 
qu'il  faut  ajouter  ;»  la  louí^itude  co  de  ce  point  N  pour  obtenir 
Pa/.imut  correspondant  O  du  centre  iM  ;  et  rien  ne  s'oppose  à  ce 
qu'on  le  conslruisc  a  laide  de  la  rògie  et  du  compas. 

142.  Les  formules  j^énérales  (117  a  121)  donnent  pour  le 
sphcio-nautile 

(139)  A_Af_L^^_;.^.os./sin2/>, 

(1  iO)    /•  =  í a'^  sin  /j  \/-"^^'2r'^'  =  '■  •''''*  ^'  ^/l  -cos^/siu^  , 

A\/  í  -{-  A-  cos  a 

('li  2)  11+//  =  —^. 


L'anj^le   a    reslanl   conslant   sur    la    spirale    logarithmique,    ces 
quatrc  élcments  sonl  proportionneis  au  ravon  vecteur. 

Uemanpions  encore  la  valeur  de  l'angle  c,  que  forment  les 
rayons  spliéri(|ues  nornuuix  avec  le  piau  de  la  caracléristifjue. 
ou  les  génératrices  du  cònc  circonscrit  avec  la  taníjente  ;i  la 
dircitiice 

( I  i  3)  sin  r  =  —  = r— T-  =  sin  ò  cos  a  . 


r  si 


nh 


Cet  angule  demeure  donc  constant,  et  le  sphcio-nautile  se  Irouve 
ainsi  defini  au  moyen  de  trois  élémenls  ani^ulaires  r/,  />,  c,  dont 
deux  seulcment  restcnt  arbitraires,  le  troisième  leur  ctant  relié 
par  cette  condition  (I  i3).  11  convient  pourtant  de  remarquei' 
que  deux  d'entre  eux,  a  et  f,  figurent  d  eux  mèmcs  seus  leur 
aspect  angculaiie  dans  la  conformation  de  la  surface,  landis 
(pic  h  n'a  élé  inlroduit  quuulircctement  pour  Ia  plus  grande 
facilite  dcs  calculs,  en  représentant  sous   la  forme  irigonomé- 
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trique  siii  b  le  ooellkicnt  vccloriel  1>.  Au  contrairc  les  deux 
angles  a  et  c  caractérisent  directement  la  manière  dont  le 
sphéro-nautile  tounie  eii  spirale  oii  s'épanom"t  en  forme  de  cor. 

143.   Le  lieii  géoniétriqiie  des  centres  Mi  des  caractéristiques 
nous  est  lounii  par  les  équations  générales  (8G)  (87) 

?i2  =  ,-2(1  _|_  eos-2  a  sin*  b  -2  cos^  a  shi^ h)  , 

ce  qui  peut  s'écrire 


(144)  /i  =  /•  \/ú\\^ a  +  cos'2 a  cos* b  , 

et  d'autre  part 

, ,  , .  .     ,,       ,  ,  sin  a  cos  a  cos-  b 

(I4o)  s\n{d  —  6i) 


v/siii-  a  -\-  cos'^  úr  cos*  b 
Ou  eu  dédiíit: 

.  '~[,    ,  .    /      sin  acosacos9?i      \~| 

A  I  Oi  +  are  sin  (  ) 

7-1  =V/sÍn"2a+ COS-«COS*(^.í'     L  Vv^sm-ia  +  cosiocosíò/J^ 

Ce  lieu  est  d'après  cela  une  spirale  logarilhmique  identique  a 

angíe 

siu  a  cos  a  cos-  b 


la  direclrice  et  déviée  de  1'angíe 


are  siu 


v/sin"2  a  +  cos^  a  cos*  b^ 
-\-  —  tauíi^  u  Loí;  I  sin-  «  -j-  cos-  </  cos'*  Z*). 

Telle  scra  donc  la  nouvelle  dii"eclrice  du  nanlile  a  fronl  ^éné- 
laleur  ciiculaire  obíique  iclenlique  au  spliéro-nautiJe.  L'iuclinai- 
sou  i  (88)  du  frout  reste  constante,  avec  la  valciir 

siu  a  cos  a  cos-  b 


9 


V^siu-  a  -\-  cos-  a  C(xs*  b, 


Quant  au  nouveau  rapport  vectoriel  du  nautiloide  envisagé 
sous  cet  aspect,  c'est  celui  du  ravou  k  de  la  caractéristique  (140) 
au  rayon  vecteur  /i  de  la  nouvelle  direclrice  (1  i4),  à  savoir 


.     ,      /     1  — cos -'«sin 
V    sin- « -f  COS'' fl  c 


sin 


cos*  b ' 
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A  Taide  de  ces  élénients,  on  pourra,  suivant  la  remarque  gé- 
nérale  dii  IS"  113,  apj)liquer  au  sphéro-nautile  l'enseinble  des 
recherches  relatives  au  vokune,  au  centre  de  gravilé,  et  au  mo- 
mcnt  d'inertic,  II  suffira  pour  cela  (N"  89)  d'employer  le  multi- 
plica teu  r 


/cos-  a  cos*  b  —  siu-  a  cos-  a  cos- 
'     ^      \  cos^acos*/>  +  sm^« 


b  +  sin-  a 


144.  11  eu  será  de  mème  de  la  tliéorie  du  plan  tangent  (§  VIj. 
Toutelois,  pour  cette  question,  le  nouveau  mode  de  génération 
;i  titre  de  sphérale,  nous  fouriiit  en  outre  des  ressources  spé- 
ciales  et  plus  avantageuses. 

Commençons  par  rappcier  succinctement  les  anciens  éléments 
de  construclion  (íig.  20).  Si  l'on  envisage  la  caractéristitjue  ra- 

battue  suivant  le  pointillé  DISD', 
nous  avons  en  l'  la  trace  équa- 
toriale  de  sa  tangente  IS'/'.  U'au- 
tre  part,  en  élevant  Ot  perpen- 
diculaire  au  rayon  vecteur  ho- 
rizontal O/i,  et  laisant  avec  lui 
1'angle  Ont  =  a^  nous  obtenons 
en  l  la  trace  de  la  tangente  à 
la  cònhclice  du  point  M.  Celle 
du  plan  tangent  est  donc  u' . 

Mais  il  est  également  tangent 
au  cone  de  révolution  circons- 
crit  suivant  la  mème  caracté- 
listique.  II  contient  donc  en 
totalité  la  génératrice  INM2  de 
ce  dernier;  et  sa  trace  ti'  doit 
passer  par  le  sommet  M2.  Nous 
savons  (Tailleurs  que  ce  der- 
nier se  trouve  situe  sur  la  tangente  MMj  de  Ia  dircctrice.  II  peut 
se  construirc  en  coupant  cette  droile  j)ar  uu  segmcnt  capable  de 
l'angle  2í'  décrit  sur  DD';  ou  encore  en  mcnant  1'uiic  des  per- 
pendiculaires  DM-2,  DMa  aux  layons  sphériques  iMD,  MD';  ou 
cnlin  cu  tirant  les  dioites  DIM-2,  D  IMi>  sous  Tangle  a  par  rapport 
aux  ravons  vecteurs  ()D,  01)',  des  spirales-traces  de  la  sur- 
face  {}). 


(')  Cette  remarque  pennettra  au  besoiu  de  reconstituer  le  pôle  O  du 
sphéro-nautile  dont  011  donuerait  uue  curactèristique  DD',  avec  sou  côue 
circonacrit  DMjD'. 
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145.  On  voit  ainsi  que  la  tiacc  dii  plan  tangent  peut  se 
construire  en  joignant  M-2(,  ou  M-2t\  ou  ít\  selon  la  luanière 
dont  seront  donués  ces  trois  points.  Mais  nous  en  obtenons 
également  d'autres  conslructions  en  le  consideram  coninie  tan- 
gent  a  la  sphére  mobile,  c'est-a-dire  perpendiculaire  à  son 
rayon  NM,  cjui  est  projeté  sur  Téquateur  en  nM.  La  trace  du 
plan  devant  dès  lors  étre  perpendiculaire  à  cette  projection,  il 
suffira  d'abaisser  de  M-j,  íle  t,  ou  de  t'  cette  normale  sur  nM. 

Heniarquons  en  outre  que  la  figure  une  fois  établie  pour  un 
point  N  fait  dorénavant  partie  de  Tédifice  géométrique.  et  peut 
servir  tout  le  long  de  la  cònhélice  de  ce  point  en  restant  seni- 
blable  à  elle-mème,  et  ne  changeanl  de  forme  que  de  Tune  a 
1'autre  cie  ces  courbes. 

Au  lieu  de  ce  mouveinent  en  cònhélice,  faisons  parcourir  à  N 
sa  caractéristique  de  D  à  D'  en  passant  pai'  le  point  maximum 
No.  Le  plan  tangent  será  d'abord  vertical,  suivant  la  trace  DMa- 
II  s'incline  ensuite  sur  l'équaleur,  en  mème  tenips  que  sa  trace 
tourne  autour  de  M2,  depuis  M2D  jusqu';i  la  position  movenne 
M2TQ  parallèle  à  DD'.  En  effet,  pour  le  point  N,^,  la  trace  t'^  de 
la  tangente  de  la  génératrice  s'éloigne  ;i  Tinfini  sur  D'D.  Le 
mininmm  de  pente  du  plan  tangent  se  trouve  réalisé  à  ce  mo- 
nient;  et  il  est  égal  à  NoMâMi  dans  le  plar\  vertical  M^Mj.  Cette 
inclinaison  a  donc  pour  tangente  trigonométrique  le  rapport  de 
>'o^Ii  à  M2M1,  c'est  :i-dire  de  X  a  H,  ou  de  à  h  /",  ou  enfin  tang  c 
Le  minimum  est  donc  égal  ;i  c.  Au  dela  du  point  >'q,  une  mar- 
che inverse  se  prodiiit;  le  plan  tangent  se  i'edresse  progressive- 
ment,  en  pivotant  autour  de  Mi,  jusqu'a  une  position  verticale 
suivant  .MjD'. 

146.  Les  formules  du  sphéro-nautile  se  simplifient  beaucoup 
lorsquil  est  équiradial.  Mais  au  lieu  de  supposei"  dans  chacune 

d'elles  ^  =  7:  ,  il  será  phis  court  fie  repartirdes  relations  (124), 

(125)  qui  devicnncnt  poui-  la  sj)iralc  l()gaiithnii([iH' 


o)  =  6  +  rt  — — , 


2  cos- L 


l\  e''^'^>  sin  u 


d'ou,  en  éliminant  6 

(146) 


R 

2  sin  a  cos-  L 


A  fi<,  +  —  -a) 
C      \  2         /  . 
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éqnation  Irès  simple  du  spliéi\)-naulile  équiradial. 
II  a  pour  trace 

(147)  R  =  2sin«./r^T~V  , 

c'esl-;i-dir(>  une  s])irale  lofi^arithinicjue  unií|ue  [au  lieu  de  dcux 
comine  à  l'ordinaire  (N°  139)],  identique  à  la  directrice,  et  dé- 
viée  de  Tangle 


-'-  —  a  -\-  tani^  a  Loi^  (2  sin  a)  . 

La  seconde  s'est  évanouic  et  réduitc  au  jxMe,  ou  se  trouve  en 
eílel  constannnent  l'une  dcs  deux  rctombccs  de  Ia  vòule  en  plein 
cintrc  foiínée  par  la  denii-caractéiistiíjue,  landis  que  la  seconde 
décrit  la  courhe  (147). 

(lonnne  le  point  le  plus  liaut  N^  de  ce  plein  cintre  se  projetle 
au  milieu  du  dianiètre  de  celte  circoníérence,  qui  foiíne  le 
rayon  vecteur  de  la  trace  (147),  le  lieu  des  projections  de  ces 
points  rnaxinia  dcs  caractéristiques  será  la  spirale 


(148)  U-sin«./r^2     " 

égale  a  la  directrice  et  déviée  do  l''angle 

—^  —  a-{-  tang  a .  Log  sin  a  . 

La  ligue  de  fatie  qui  lui  coirespond  sur  la  surlace,  en  pas- 
sant  par  teus  les  points  máxima  eux-mèmes,  est  donc  une 
cònliélice.  Son  angie  conslant  de  latitude  est  fourni  par  la  com- 
binaison  des  équations  (1  i8)  et  (HG),  (pii  donne 

2  cos^  Xo  =  1  ,  cos  Xo  =  -,-=  ,         >-o  =  -,-  . 

§  XXIII 

Cones  circoiiscrits 

147.  (Mícrclions  le  lieu  géoinétriíjue  des  sonunets  (N"  1(10) 
des   cones  circonscriís  ;t    une  sphérale  cpielconquc,    ainsi  (prà 


1 
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chacune  des  sphércs  variablcs,  le  long  des  diverses  caracléris- 
liques. 

La  trace  du  piau  de  celle 
dernière  est  M|I)  (fig.  21), 
normale  ;i  Ia  tangente  MMi 
de  la  directriee.  Si  nous  éle- 
vons  la  perpendiculaire  DM^, 
sur  le  rayon  IMD  de  la  sjiliére 
variable,  il  déterniinera  en  M-2 
le  soinniet,  dont  nous  pou- 
vons  calculei"  les  coordonnées 
r-2,  à-2. 

On  a  d'ab()rd  dans  le  tiian- 
gle  M0M.2 


/A' 


Fiíí.  21 


OM2"-OM"H   :\IM.2" 
—  2ÕM  .  mh  cos  OMM2 , 

/•â2  =  ?-^  +  (H  +  /í)2 -  2/'  (II  +  //)  cos  a  , 

ou  d'après  la  formule  (llOj 


zr  — r-^. cos  a  , 

cp  sui  a 


(14  9) 


1 


r,=-^Vi''{:f+^')  +  <?'\'''-^^i' 


II  vicnt  en  second  lieu 

sin  MOM.2 


sinOMMi 


MM2  O  Mi 

TI  _1      h 

( 1  5(J)      sin  (O  -  f)A  -  — ^-  -  sin  a  = 


cpF 


v/F^oH-?'*)  +  ?-l''--2cpcp'F 


II  n'v  a  plus  dès  lors  (pi';i  éliininer  O  entre  ees  deux  relalions 
pour  avoir,  entre  /-2,  0>,  rcípiation  tlu  lieu  géométrique  des  soni- 
niels  des  cones  circonsciits. 

148.    Le  calcui  se  simplifie  d'une  maniete  remaifpiable  pour 
les  spbérales  vectoj-ielles,  d'indice  (|uelcon(pie,   >'ous  avons  vu 
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déja  que  l'expression  (121)  de  11  +  //  était   alors  indépcndante 
de  cet  Índice-,  il  cn  será  donc  de  inèmc  dii  lieu  en  question. 
II  vient  en  eílet 


7-2^  =  r'2  +  f-^— ) '  -  2/-  (~^)  cos  a  =  r'  tan-^  «  , 
\cosa/  \cosaJ 

F2 

r^  =  rtang  a  =  ji- , 

et  d'aulre  part 

7' 

sin  (61  —  di)  =  —  tang  «  =  1  , 

(151)  fJ  =  b2  +  j. 

d'ou,  par  l'éliniinalion  de  O 


(152)  y2  = 


.-'(..+1) 


Poiír  siniplifier  encore  celte  éípialion  dii  lieu  yéoinélriquc 
des  soniiucis,  nous  la  i-ajiporlerons  ;t  un  axc  polaire  perpendi- 
culaire  au  précédent,  en  faisant 


d*oú  cette  équation 


6'.>  =  6,  +  -^, 


F''(Ô'2)' 


149-   Mais  une  dernière  simplificalion  peul   encore  ètre  ap- 
poitce  ;i  ce  resultai. 

Convenons  de  lorinulcr  ré(|iiali()n  de  la  directrice  au  nioyen 

de  la  valeur  /"  (/<    rinvirse  —    du    i'avon    vecteur,    et    non    pas, 

coninic  jus(|u'i(i  (^100),   par  ccllc   V  de   ce   layon   lui-incine,   en 


écrivaiit  (*) 

I 

;• 

11  suil  de  celte  modification 
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-fiP) 


n      F2(6'2) 


On  voit  donc  que  1'inverse  du  rayon  vecteur  du  lieu  des  soni- 
mets  est,  sauf  le  signe,  la  dérivée  de  1'inverse  du  rayon  vecteur 
de  la  directrice  (en  ayant  bien  soin  de  laire  dépendre  la  fon- 
ction  ainsi  calculée,  du  nouvel  azimut  rapporlé  ;i  un  axe  per- 
pendiculaire). 

150.  Eclairons   cette   mélhode   de    calcul   par   les   exemples 
qui  ont  été  déjíi  envisagés. 

Soit  d'aborcl  la  spirale  logarithmique 

r 

La  dérivée  est  — S.e~-'^\  Nous  écrirons  par  conséquent,  en  clian- 
geant  le  signe 


.fi'  .fi'  A[  Oo 4--!^ -|- tanga  Log  tanga  ) 

-A'J  2 ,  ,-2  ==  lang  a  .e'^'^  =  e    \        i         *      ^        J 


Le  lieu  des  sominets  est  donc  une  spirale  égale  déviée  (par  rap- 
port  à  Tancien  axe  polaire)  de  l'angle 

-^  +  tanga.Log(langa). 


(')  Jindiquerai  plus  loin  (N"  173l  comment  co  même  chaníjement  pcrmet 
de  donner  une  forme  encore  plus  siinple  aux  équations  fondainentales  (122 
à  125)  des  sphérales  équiradiales.  II  m'a  paru  toutefois  plus  avantagoux 
de  conservar  jugque  là  nos  mêmes  notations. 
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Soit,  coininc  sccoiul  exemple,  la  sj)irale  sinusóide 

l  --Í- 

r«  =  cos"  d  ,  —  =-  cos     "  nd  . 

_n+l 

La  défivée  est  sinnb.cos      "    7iO.  Nous  poserons  doiic 


n+l 
siri  7ld''2  cos  "     71  d  '2  ,  /"â 


1  .       „  -"^-    ,,  cos    «    ne'.2 


Oii  oblicnl    par   exemple    |)()ui'    la   parabole  in  =  — —  J,   une 

(Iroite;  pour  le  cercle  (n^  í),  une  cissoide  de  Dioci.ks;  pour  la 
ligne  droite  (n  =  —  1),  cetle  droile  elle  mème. 
Envisag^eoiis  encore  les  spirales  algébriques 

r  =  6l",  ^  =  6-«. 

/• 

l.a  dérivée  est  — 7id~'^~^.  Nous  écrivons  donc 

1  e'-2''+* 

72  71 

Lc  lieu  des  sommels  esl  daprrs  cela  une  aulre  spii'ale  algébrique 
(TuM  oídrc  supérienr  d'une  unité  ;i  celni  de  la  proposée. 

I*ar  exemple,  la  spirale  byperbolique  («  =  —  1)  donne,  comme 
lieu  des  sommets,  un  cercle  (/í  =  0). 

Soit  enlin  l'é(|uaLÍon  des  coniques  rapportées  a  leur  foyer 

1         ^    /^    1 

—  —  -r-r  (1  +  í  cos  &)  . 
/•  U^ 

•       I ■   ■    ■                 ae    .  ,     .  , 

La  (Icrivce  esl ^r— sinry,   nous  ccnvons   (lonc   cn   ciianírcanl  le 

sio-ne 


-^^sm(^H-2-j  =  ^,cosô 


Le  lieu  ilicr(  lie  est   dajjrc.^  cela 

h        ''' 
i^  cos  U  ^^ 

c 
c'esl-;i-dire  hi  direclrice  relalive  au  fovcr  considere. 
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§  XXIV 

Directrice  en  coordonnées  intrinséques 

151.  Reprenons  ici  Tusage  des  coordonnées  intrinséques, 
afin  de  pouvoir  envisager  les  courbes  qui  déjà  nons  ont  été 
accessibles  par  cclte  voie  (§  XVI),  et  en  déterininer  les  surfaces 
sphérales  équiradiales,  dans  lesquelles  le  rayon  sphérique  reste, 
connne  ci-dessus,  constamnient  égal  au  rayon  vectcur  r  de  celte 
ligne  par  rapport  ;t  un  certain  pòle,  encore  bien  qu'elle  soit 
représentée  par  son  équation  naturelle,  entre  son  rayon  de 
courbure  o  et  son  ani^Ie  de  contingence 

En  faisant  j^asser  par  ce  pòle  deux  axes  rectangulaires,  nous 
aurons 

dx  =  r/.v  cos  £  ,  dij  =  ds  sin  c  ; 

jc  =    I     p  cos  c  í/s  ,  y  ~    I     f  ^"^  -  ^^^  • 

Jo  Jq 

La  sphère  qui  a  son  centre  au  point  (x,  y)  et  commc  rayon  r, 
será  représentée,  avec  les  coordonnées  courantes  X,  Y,  /  par 
l'équation 

ou  en  développant 

X2 -L  Y-2  _].  7^2  _  2  /  \    I     rcosc</s  +  V    j    Ksincr/3J-0. 

Si  l'on  passe  aux  coordonnées  niixtes,  ou  ublicnL  celic  lorjuule 
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remarquable  par  sa  grande  siinplicité  et  sa   complete   généra- 
lité. 

Pour  avoir  renveloppe  fie  cette  sphére,  prenons  la  dérivée 
par  rapport  au  paramètre  z.  Elle  será  siniplement 

F  (e)  fos  (e  —  (o)  =  O  . 

Mais  F  ne  saurait  ètrc  annule  (Tune  manière  permanente.  II  nous 
faut  donc  poser 

cos  (e  —  (o)  =  O  ,  £  —  oi  =  —  . 

Ce  résultat  est  d'ailleurs  conforme  ;i  ce  qu'indique  Ia  figure  19 
par  son  triangle  OIMiA. 

L'élimination  est  maintenaiit  possible  une  fois  pour  toutes; 
et  si  nous  rej)ortons  cette  valeur  de  3  dans  la  formule  (153), 
nous  obtenons,  pour  Ia  spliéralc  équiradiale  d'uue  directrice 
quelconque,  Téquation  générale 

Le  problème  se  trouve  ainsi  ramené  aux  quadratures. 

152-  Considérons  comme  exemple  Ia  cycloíde  rapportée  à 
son  sonmiet 

o  =  cos  z  . 
Nous  aurons  succcssivement 

cos  £  (cos  z  cos  w  +  sin  £  sin  (o)  (/z 

■»•"  +  i' 
[cos  (i)(l  -j-  cos  2c)  -[-  sin  (I)  sin  2z]  ff  {2z) 


cos  O)  (íc  -{-  sin  '23)  —  sin  co  cos  2c 


=  [cos  (O  (2(0  +  ~)  —  cos  (I)  sin  2c  -j"  •''•'i  ">  *^'<''^  ^oi]  +  sin  o) 
=  (2(0  +  z)  cos  (O  —  sin  (2(o  —  (o)  -]-  sin  (o  , 


IGl 

et  enfin 

R 


„         -    ,  CO  -1-  —  I    cos  (O 

cos-^  /,.        \          2 

On  peut  conduire  un  calcul  semblablc  pour  oblenir  Téqua- 
tion  da  la  sphérale,  absoluinent  diíltTente  de  ce!le-ei,  (jui  serait 
déduite  de  la  mème  directrice,  rapportée  non  plus  K  son  soin- 
met  mais  K  son  poiíit  de  rebroussement,  sous  la  forme 

[j  —  sin  £  . 

153.  Envisageons  maintenant  répicycloide  rapportée,  soit  a 
son  sommet,  soit  a  son  point  de  rebroussement,  par  Tune  ou 
Tautre  des  éíjuations 

p  =  cos  qz  ,  p  =  sin  íjz  . 

II  suffira  pour  effectuer  Tintégration  (154)  de  décomposer  en 
somme  de  sinus  ou  de  cosinus  le  produjt  de  íacteurs.  II  faut 
toutefois  excepter  de  cette  analyse  riiypolbèse  (/=  li  ci»'"  linté- 
gration  conduit  à  diviser  par  q —  1.  Cest  pour  cette  raison  que 
nous  avons  considere  dircclement  ce  cas,  qui  est  celui  de  la 
cycloide. 

154.  On  a  pour  la  cliainelte  rapportée  ;i  son  sommet 


/ 


cos  (s  —  (o)     ,        sin  O)    , 

dz= h  cos  w  Log  laug 


cos-  2  cos  £ 


2  cos 


--^  =  -l+eoscoLog(^-cot-j 


II  vient  pour  la  tiactrice  rapportée  à  son  point  de  rebrousse- 
ment 

r.  =  tange,        . 

/  tang  £  cos  (£—  O))  <k  =  —  cos  (£  —  oi)  +  sin  (o  Log  tang  í-^  -[-  y j , 

II  .  /  ■  o)\ 

— -  =  cos  (O  +  sm  to  Log  l  —  cot  -    . 

2  cos''  K  \  Z I 


1G2 


On  a  enco)'e  pour  la  chainelte  d'égale  résisiance  rapportée  k 
son  soininet 

1 

'  cos  £ 

rcos(s  — (o)  . 

/  ^ —  az  —  £  cos  (O  —  sin  o)  Loi»-  cos  £  , 

»/  COSE 

z-7-  =  (  oj  4-  -TT  )  cos  to  —  sin  (O  Loí)-  ( —  sin  co) . 

2cos"^/.        V         2/  ''^  ^ 

Ces  diverses  équations  ne  fournissent  de  valeurs  réelles  que 
pour  les  longitudes  négatives-,  ce  qui  est  d'aillcurs  conforme  à 
Tallure  de  ces  trois  direclrices. 

155.  Envisageons  cnlin  la  développanle  de  cercle  dortire  cj, 
rapportée,  ainsi  que  toutes  les  precedentes,  a  un  mème  point  de 
la  circonférencc.  Elle  a  pour  équation  relative  ;i  ce  point  de 
rebroussenicnt 


P 


£?. 


L'inlégi'ation  (lõi)  de  la  fonction  £?cos(£  — (o)  s'eírectucra  par 
parties,  en  réduisant  successiveuient  la  valeur  de  I'exposant, 
qui  est  cssentiellenient  positil".  11  est  inutile  de  développer  ici 
ce  procede  classiquc. 

.le  nTattaclicrai  de  prélércnct!  ;i  déduire  de  celle  mcine 
courbe  une  autre  s|)hcrale  équiradiale  absolunient  dilíérente, 
en  rapportant  les  rayons  vecteurs  au  centre  du  cercle,  et  non 
])lus  au  ])oint  de  rcbroussenient.  La  coníiguration  généi^ale  de 
la  suríace  en  accjuièrcra  (railleurs  plus  d'haiuioiuc. 

Appcions  à  cet  eílet  a  laziímit  du  point  du  cercle  généiatcur 
(|ui  (par  une  série  de  tangenlcs  succcssivcincnt  rectangulaircs 
les  unes  sur  les  autres,  pour  passer  de  cliaque  développanle  ii 
la  suivante),  nous  conduit  au  pouit  caractérisé  par  e  sur  la  (f 
dévelop|)ante.  Les  coordonnécs  rectangiilaires  de  ce  dernier 
peuvent  s'exprinier  de  la  inanièrc  suivante 

J7  =  1        COS  I  a  —  /•  -—  I  ,  y  =  2.   .  —  sni  (  a  —  /•  - 


o  /•!  V  2/  '  -^0  /! 


L'é<jualion  entre  X,  Y,  /  de  la  splière  variable  (après  (pi'<)n  Ta, 
conunc  au  IS"^   151,  dévcloppée  et  dcbarrassée  de  la  soinine  des 
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séries  S  qni  se  irouvent  dans  les  (icux   niciubrcs),  se  réduit  li 


X-'  ^-  Y^  -L  Z2  _  OX  V  y-  cos  U-Á- 
OU  en  coordonnées  mixtes 


R 


1    a}" 


2cos2/.       o  k\ 


os  \aL  —  k^\  -f  sin  o  sin  («  — X:-^| 


V 


_9    a*-' 


O   >i-! 


cos    a  —  « 


/í- 


Prenons  niaintenant  la  dérivée  par  rapport  aii  paramètre  angu- 
laire  'i 


1 


,A-1 


O    (^--1)! 


cos    a 


-k 


Z^;^sin(a-«.-Z-- 


,A-1 


^  "/ TTl  COS     a  —  to  —  /(•  — 


9    a^- 

la-, COS 


{k-\) 


f]- 


Or   le  tenne  en  a''~*    de  la   secoiide  soiiune    a   pour  aigument 

a  —  to  ^(/í— 2j -7- .   (>et  aiiyle  diflère  de  t:  avec   celiii  du  lernie 

correspondant  tic  la  prcmière  série.  Leurs  ccsiniis  sont  donc 
égaux  et  de  sij^nes  coritraires,  et  ces  deux  expressions  se  détrui- 
sent  mutuelleiuent.  II  ne  subsiste  par  conséquent,  de  tout  Ten- 
semble,  tjue  Punitpie  ternie  en  a'>  de  la  seconde  soninie.  car  il 
n'a  pas  de  cori-espondant.  La  íbrniule  se  réduit  dès  lois  à 


cos    a  —  to  —  ("</—  1 )  -^'   r"  ^  ' 
c'est-;t-dii'e 

a-to-(^-l)y=  y,          a-o)  =  y-. 

L'équalion  de  la  spbérale  équiradiale  devient  par  ia  substitu- 
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lion  (Ic  celte  valeur  dans  celle  de  la  spliére 
R  S.{"'^^1 


9 
=  V 


2cos^X 


/•! 


cos  (.y -/•)-. 


Uapporlons  la,  pour  plus  de  siinplicité,  à  un  preniier-méridien 
que  nous  aurons  fait  tourner,  dans  le  sens  négatif,  de  q  qua- 
drants.  Si  nous  appelons  il  ceUe  nouvelle  longitude 


Q.  =  oi  +  gj. 


—  o 


il  viendra  simplement 

R  9  Q'^  r. 

La  tiace  équaloiiale  (X  =  0)  de  cette  sphérale  será  donc 


^^  cos  ((/  —  h] 


/•!   ^~"'"'      ■■■'2  • 
Celte  éípiation  presente  une  Ibrnie  três  siniple;  car  le  facteur 


Fig.  22 

R  =  2i2 , 

c'csl-;i-dire  une  spirale  d'AHCHniÈDE. 


(V-/) 


a  tou- 


jours  pour  valeur 
l'unité  avec  des  si- 
gnes    alternatifs. 

Tous  les  termes^ 
h  I 

seront  donc  de  mè- 

nie    parité,    de    si- 

gnes     alternes,      et 

sans    coellicients 

éti"angers. 

Si  l'on  considere 

en    particulier    (fig. 

22)  la  déveloj)pante 

de     ccrcle     propre- 

nient    dite    (^=  I), 

la  trace  équatoriale 

tlevient 
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QUATRIEME  PARTIE 

Lignes  de  courbure,  surfaces  podaires 

§  XXV 

Lignes  de  courbure  en  coordonnées  rectangulaires 

156-  Si  l'on  cnvisage  les  nonnales  coiniiuines  à  une  sjjlu-rale 
et  ;i  la  sphère  qui  s'y  raccorde  suivant  une  caractéristique. 
elles  forment  un  cone  de  révolution,  dont  le  soniuiet  occupe  le 
point  décrivant  de  la  directrice.  Ces  droites  se  renrontient  donc 
conséculivement,  et  par  suite  ia  caraetéristiípie  est  l'iine  des 
deux  liynes  de  conrbiiic  en  iliacun  de  ses  j)()ints. 

La  seconde  doit  ètre  norniale  a  celle-ei.  ^ous  possédons  par 
conséquent,  dans  le  plan  tangent,  qui  nous  est  connu,  les  deux 
directions  des  sections  principales. 

La  tangente  de  la  seconde  iigne  de  couihiire  n'est  autre  que 
la  génératrice  N.M-2  du  cone  de  révolution  circonscrit  suivant  la 
caractéristique.  Cette  droile  se  trouve  en  eílet  dans  le  plan 
tangent,  et  elle  est  noruiale  au  cercle  de  base  du  cone. 

Connaissant  ainsi  la  direction  7iM-2  de  Ia  tangente  à  la  proje- 
ction  équatoriale  de  la  Iigne  de  couihuie,  nous  pouvons  entre- 
prenclre  d'en  fornier  Téqualion  diíTérentielle.  .le  traiterai  cette 
question  successivement  en  coordíjunées  rectangulaires,  et  dans 
le  systènie  polaire. 

157.  La  spliérale  nous  est  fournie  par  les  deux  équaiions 
(83),  (H4j.  (^ette  dernière  represente  le  plan  de  Ia  caractéris- 
tique qui  corresj>ond  ;<  Tabscisse  a  du  point  décrivant  M.  Si 
donc  nous  nicnons  par  Torigine  un  plan  cpii  lui  soit  paiallèle, 
il  aura  pour  éípiation 

X  -f  YF'  =  O  . 

Quant  au  plan  tangent  de  Ia  spliérale,  il  est  perpendiculaire 
au  ravon  de  la  splière,  dont  les  cosinus  direcleurs  sont  propor- 
tionnels  aux  diílerences  respectives  des  coordonnées  (x,  y,  z) 
du   point  N,    et   de   celles  (a,   K,  0)  du  centre  M.   Tels  seront 

VoL.  III  —  N."  3  3 
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(lom-   Ics   coelHcients   angulaires  rle   1'équalion  du  plan  tangent 

(155)  (jc-a)X  +  (y-F)V-|-j;/  =  0. 

L'on.seinblc  clc  ccs  dciix  rclalioiís  represente  la  parallèle 
jneiiée  par  l'origine  ii  la  tangente  cie  la  caractéristique,  et  Ton 
peut  le  niettre  sons  la  forme 

J^_    Y Z 

7F'  ~-x~  (y-F)-(íB-a)F'' 

l"Jev(in.s  par  Torigine  le  piau  perpendiculaire 

zV\  -z\-\-[y-V-{x-  a)  F  ]  /  -  O  . 

II  será  ])araliòle  aii  plan  <|iii  serait  conduit  par  N  de  nianière  'a 
conper  le  plan  langent  suivant  la  tangente  de  la  ligne  de  eonr- 
bure.  Lenseinble  de  eette  égalité  et  de  (155)  represente  par 
eonsé(pient  la  parallèle  a  eette  tangente. 

Nous  en  t)i)liendr()ns  la  projeelion  éqnatoriale  par  rclin)ina- 
tion  de  /  entre  ees  deiix  íornuiles,  ee  qui  donne 

X  j  [X  -  cf)[y-  F  -  {x  —  a)  F'j  —  i-F'  j 
+  V  \iy  -F)  [y  -  F  -  {x  -  y)  V]  ^-  z^|  =  O  . 

De  l;i  le  cdelHcienl  angulaire  de  la  projection  horizontale  de  la 
langenle  eliereliée 

^   *   '^  dx  (y— Fj[?/-F  — (jc-a)F'J  +  r2     ' 

La  ligne  de  eonrbnrc  élant  située  snr  la  spliérale,  les  qnatre 
(pianlilés  x,  y,  z,  a  doivent  satisfaire  it  la  lois  aux  denx  écpia- 
lions  (83),  (8i)  qui  la  rcprésentent.  >'ous  soniines  done  auto- 
risés  à  en  déduire  z  et  a,  pour  en  opérer  iei  la  subsliliition. 
(^elle  de  z  peut  se  laire  une  lois  pour  toutes.  Elle  donne  après 
ti)iiU's  les  léduelions 

í/y  _   (y  -  F)  [j:  -  «  -f  (.?/  -  F)  F']  -  fF' 
dx  ~    {X  —  a)  [jc  —  a  +  (y  —  F)  F']  —  cp^      ' 

exprcssion  (pie  lon  j)eut  encore  siniplilier  au  nioyen  de  réquaí- 
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tion  (83)  sons  la  lonnc  déíinitivc 

dy        [y  —  F)  (p'  +  ©F' 


(157) 


clx         {X  —  a)  'J  +  Cf/ 


Si  niaintcnaiit,  lorsque  seront  spóciílées  dans  cliacjue  cas  les 
fonctions  F  et  '^,  oii  résout  cette  mèiue  lelation  (83)  par  rap- 
port  a  a  pour  en  suhstituer  ici  la  valeur,  on  aura,  entre  x,  y, 
dx,  dy,  Téquation  diirérentielle  dii  premier  ordre  et  du  pre- 
mier  degré  de  la  projection  éqiiatoriale  de  la  seconde  ligue  de 
courbure  de  la  sphérale. 

158.  Dans  le  cas  le  plus  general,  la  trace  de  cette  surface 
doit  ètre  l'une  de  ces  lignes  ile  courbure:  car  elle  coupe  or- 
thogonalement,  en  raison  de  la  synictrie  de  la  figure  par  rap- 
port  à  Téquateur,  toutes  les  caractéristi([ues,  aux  points  ou  elles 
traversent  ce  plan, 

On  peut  le  reconnaitrc  dans  nos  Ibrnudes.  Si  Ton  fait  en 
eflet  z  —  O  dans  Tcquation  (15G),  elle  donne  pour  les  ])oints 
situes  dans  1'équaleur 

dy  X  —  a 


dx  y  —  F 

{x  —  a)  dx  +  (?/  —  F)  dy  =  O  , 

niontrant  ainsi  (pie  Télément  de  cette  ligne,  (de  coinposantes 
dx,  dy),  cst  normal  à  la  droite  qui  joint  le  point  consitléré 
(x,  y)  au  centre  (a,  F)  du  grand  cercle  tle  la  sph»-re.  La  ligne 
de  courbure  est  donc  tangente  ii  ce  cercle,  dont  l'enveloppe 
constitue  la  trace  de  la  spliérale. 

159.  Convenons  transiloireincnt  de  rcprcsenter  pour  abréger 
par  les  lettres  G,  II,  K,  L,  M,  N  diverses  íbnclions  de  a  qui  nous 
sont  connues.  L'cquation  dillerentielle  (lõT)  pourra  s'écrire 

(crcp'  +  G) dy  =  (?/'^' -f  H) dx. 

D'autre  part  la  relation  (84)  prend  la  Ibiine 

x  =  -yV'^-K, 
dx  =  -  Y'dy  -  (t/F"  -f  K')  í/a  , 


1G8 


d'oú,  en  subsliluant, 

(_  yV''S,'  +  L)  </j/  =  {yi  +  H)  [-  FV/y  -  {yV'  +  K')]  da  . 

II  cst  três  important  de  reinar(|ijer  que  le  terme 

-  yV''^'(/y , 

se  ti"ouve  ;i  la  íois  daus   les  dciix   meinbrcs  et  disparait  de  lui- 
inènie,  11  reste  alors  une  équation  diflérentielle  de  Ia  forme 


;i58) 


IM  'y^  +  '^'V"f-  +  %  -  H  K'  =  O 


Les  ('•(|uali()iis  de  ce  tv|>c  out  élé  iuléj^^rées  par  Eiíi.kii,  mais 
seulemenl  daus  le  (  as  ou  Tou  |)ossède  dii'e('lement  une  solutinn 
jjarliculière.  Si  nous  suj)posous  1'inléj^ration  elleeluée  avee  une 
eonstanie  arbitiaire  ('.,  eette  valeu r  de  y  Iburnira,  au  prcmier 
deg^ré,  eeile  fie  ;c  d'après  la  relalion  (Hí),  et  la  ]irojeetion  de  la 
lii^iie  de  eourbure  se  trouvera  représenlée  par  les  expressions 
des  deux  eoordontu''es  en  íbiu'lioi\  de  a.  Lorscpie  Péliniination 
de  ce  dernier  sei'a  possible,  on  obtiendra  l'é(juation  délinilive  de 
celte  famille  de  courbes,  doni  le  paramètre  será  C,  de  mème 
que  X  est  celui  de  la  premièi'e. 

160.  Dans  plusieui"s  eas  três  étendus,  Ia  restriction  d'EL'i.r.R 
flisj)arait,  et  nous  jjouvons  d'une  nianière  générale  ramener  aux 
quadratuies  Tintégi-ation  de  léquation  (158). 

Cest  íKaljord  lorsque  le  terme  en  y-  s'évanouit,  ee  (jui  peut 
arriver  de  deux  luanières, 

Kn  prcmier  Meu,  |)our  ç>' ^O,  ou  '^^const.;  ce  cpii  se  rap- 
jiorle  aux  surfaccs  luyaux  de  directiices  (pielconques. 

En  sccond  lieu,  pour  K"  =  0,  cVst-à-dire  F  =  7Ma  +  /í,  iudi- 
quant  uiie  directrice  rectiligne,  (pielle  (pie  soit  Ia  loi  du  ravon 
spbérique.  En  un  mot,  c'est  le  cas  des  surfaccs  de  révolulion  de 
nicridiennc  <pu'lcon(|uc. 

Dans  CCS  deux  circonslances,  nous  nous  Irouvons  ramcncs  a 
une  équation  linéain>  en  y,  i\\w  l'on  sait  intégrer  au  moyen  de 
deux  ([uadratures. 

La  seconde  simplilication  de  léípialion  dillcrcntielle  (158) 
concerne  la  dis|)arilion  du  terme  indcpcndant  de  y ;  ce  qui 
peut  encore  aiiiver  de  deux  inanicres. 

D'abi)i'd   jiour  K'  =  0,  ou    K -=  const.    Olte  circonstance  est 
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facile    à    fornuiler  (*);   mais    ne    seinble  pas    niériter   de    retenir 
l'attcntion. 

II  reste  enfiii  la  seconde  soliilion  11  =  0,  ou,  en  se  rej)ortant 
à  réquation  (157) 


Fo'  — '^F'  =  0, 


—  ,        Log  cp  =  Log  F  -L-  Log  B  , 
'^  =  RF , 


o'est-à-dire  précisement  la  condition  vectoriellc,   avec  une  dire- 
ctrice  et  un  module  B  quelconques. 

Dans   ces    deux    derniers   cas,    réquation   diíTérentielle  (lõ8) 
devient 


ou,  en  la  divisant  par  >/- 


M 


(/a 


équalion  linéaire  par  raj)port  ;i 


,     1 


y 


(')  Si  Ton  se  reporte  à  la  relation  (84)  pour  jirrciscr  la  forme  de  Ia  foií- 
ction  K,  il  vient,  en  représontant 

par  ^  la  valcur  de  la  constante 


,r,rl 


2  ' 


K  =  «  +  FF 
2'f'i'  =  2FF'  +  2«  —  ^  , 


Portons  en  OG  (íig.  23)  la  lon- 
giieur  ^,  et  par  le  point  fixe  (í 
nienons  la  verticalc  (íll  jusqiià 
la  rencontre  de  la  circontrrente 
décrite  sur  OP  =  c.  comine  dia- 
mètrc.  Nous  aurons  en  GP  la  lon- 
gueur  a  —  g^  et  en  PII  la  moycnne 
■gcomrtrique  entre  a  et  a  —  g.  Kn 
raVjattant  ce  segment  en  PK,  on 


Fig.  23 


obtiendra  dans  le  oarré  de  riiypo-      

ténuse   MK    la  somme   des   oarrés    MP"=F",  et  PK"  =  x  (; 
à-dirc  o'.  Telle  cst  donc  la  construction  du  ra} on  sphérique  ( 


g),  c'e3t- 
^  MK. 


110 


161.  Attachons  nous  au  cas  des  sphérales  vectorielles  pour 
le  (h-vclopper  coniplt-lenuMit,  Le  coefficient  B  disparait  de  lui- 
mèmc  de  l'équalioii  (1  J~)  qui  se  réduit  li 

{xV  +  F  -  «F')  c/y  =  Vydx  , 

landis  que  (8'i)  dcvicnt  de  son  còté 

(159)  jr  ^  -  yF' +  «  +  FF' cos2 /5* , 

f/j.  ^  _  FV/y  ^-  r/a  [-  yV"  +  1  +  (FF"  +  F'2)  cos^  b] . 

II  vient  dès  lors  en  substituant 

F  ( 1  +  F'2  c()s2  b)  '^J^  =  V'y  [-  yV"  +  1  t  {V¥"  +  F")  cos^  í»]  , 
d'<)u,  en  divisant  par  y- 

—  ({-]■  F'2  c.)s2  />)  — ^,^  +  ri  +  (FF"f  F'2)  cos2  b]l-]-  V"  =  O  . 
F'  í/a  \  y  / 

L'inU''g-rale  de  cette  équation  linéaire  obtenue  par  la  inéUiode 
classiíjue  donne 

J  Tl— iTh-^u^b—r" 
e 

(160)  y  =  -  /^F'ri  +  (t-i'""-f-F'i|cos2í/-|  .         ' 

^,       r  F'F"  JtL      i-fF'2cosn      J''«    , 

^  J  F(l  +  F'2cos-^Z'j 

et  ré{[uati()n  de  la  seconde  faniille  de  lignes  de  courbure  résul- 
tera  de  réliininalion  de  a  entre  (i59)  el  (160),  lorsque  será 
spécifiée  la  íonclion  F. 

162.  Foui-  présenter  une  appliiation  de  cetle  méthode,  con- 
sidérons  la  parabole 

y=.£t.2,  F--a2,  F'-2a,  F"  =  2 . 

I-a  preinièrc  cpiadialure  esl  aK)rs 

.  -.-jnr^-—-,,   =  ^'''^  («        1  +  ^la-  cos2  b) . 

J     a        1  +40-005-6» 


ni 


La  seconde  dcvicnt  (l'apri'S  cela 


4aí/a  _  /l  -H4a2cos^^ 

L'intégrale  de  Téquation  différentielle  est  donc 


/-, 


(1d1)  V  =  r=^— 

C  4-  v^  1  +  4a2  cos«  ^ 
II  vient  dès  lors  (150) 

2  Ca^  cos-  ò 


X 


C+  v/l  +4a"^cos'^^ 


L'équation  (ItJl)  est  du  sixiènie  dcgré  ;i  puissances  paires  de  a, 
et  peut  par  conséquent  étre  résolue  à  Taide  des  expressions  du 
troisième  degré.  II  suffira  de  les  subslituer  dans  cette  deniière 
relalion,  pour  avoir  entre  a?,  ?/,  C  réquation  de  Ia  secoude  ía- 
mille  de  ligues  de  courbure,  quelque  soit  Ic  niodnle  vectoriel  b. 

163.  Attachons  nous  spécialement  au  cas  des  sphérales  équi- 
latèrex,  pour  lesquelles  le  rayon  sphérique  reste  constainiiient 
égal  !i  Tordonnéí!  de  la  directrice. 

Si  nous  faisons  cos^  =  0,  les  dcux  quadratures  ])euvent 
s'eírectuer  qxielle  que  soit  cette  directrice.  La  preiuière  devient  cn 
eflet 


i 


-—  í/a  =  Log  F  ,  e  =  F  , 


et  la  seconde  se  réduit  dès  lors  a 

/F'FVa  =  :Ç. 

L'intégrale  de  Péquation   linuaire    devient    donc    entièreinent 
explicite 

2F 
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De  son  còlé,  la  relalion  (159)  se  réduil  a 

(163)  x=^a-9jV'. 

Telles   soni  Ics  deiix   ('(lualioiís  liiiies  eulre  lesquelles  il  suffira 
d'éliniiner  «. 

164.  Heprenojis  coninie  exemple  de  sphérale  éíjuilalèrc  la 
parabole  (^) 

y=^x^,  F  =  a2,  F'  =  2a. 

Les  íormulcs  (^102)  (lt>3j  nous  donnenl  alors 

_       2a2  _     _      4a3      _       Ca 

^~  4a2+C  '         '^"^■""7^H^~"^H=^' 

íc        C   '  '       2a:  '         -^       2C7/M-2íc2' 

et  (iiialenient 

Poiír  (>  =  J ,  et  (J  =  X  ,  nous  relrouvoíis  dislinctcmeiíL  les 
deiix  parties  constitutives  de  la  Iraee  équatoriale  (1N°  128)  de 
la  sphérale  étudiée  ei-dessus,  à  savoir  (N°  132)  le  cercle  qui  a 
son  eenlre  au  foyer  de  la  parabole  (íig-.  18),  et  la  lanj^ente  au 
sonnnet. 

Les  aiilres  valeurs  de  C  donnenl  des  elli])ses  avan*:  pour 
petit  axe  le  dianièlre  de  ce  cerele  dirige  suivant  Taxe  de  la  pa- 
rabole. 

Si  Ton  r<'j)orle  celte  valeur  de  x-  dans  Téquation  (105)  de 
la  sphérale,  il  vient 


z=^?/[/C-l. 


(')  On  no  doit  pas  on  cftVt  chcrclior  la  solution  de  ce  cas  limite  dans 
la  foinnile  (101),  en  y  faisant  cos  i=^0;  car  nous  avons  ótó,  au  conis  des 
ealculy,  tonduits  a  divisei-  par  cos  b. 

Je  no  nianêterai  jtas  íi  dóvelopper  un  exemple  annlogue  lelatif  à  la 
parabole  cubique  y  =  .ç^  L'óquation  (U>3)  se  réduit  alors  au  secoud  degré. 
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Les  lignes  de  courburc  sont  donc  renferniées  dans  une  série  de 
plans  se  mouvant  à  charnière  autour  de  la  tangente  au  sonimet 
de  Ia  parabolc  direcliice,  depiiis  celui  de  l'équateur  jii.squ'a  la 
position  verticale.  Elles  sonl  par  conséquenl  elles-nièiiies  des 
ellipses. 

Lcurs  jjrojections  sur  ce  dernier  plan  seront  donc  encore 
d'aiitres  ellipses,  que  Ton  obtiendrait  en  substituam  cette  der- 
nière  valeur  de  y  dans  Tégalité  (105). 

Ou  voit  dês  lors  que  cette  spbérale  equilátero  fait  parlie  du 
groupe  des  surfaces  qui  admettent  deu\  systènies  plans  de 
lignes  de  courbure. 


§  XXVI 

Lignes  de  courbure  en  coordonnées  polaires 

165.  Reprenons  la  même  recherclie  pour  les  sphérales  ve- 
ctorielles  rapportées  a  des  coordonnées  polaires;  a  savoir  /•,  H 
pour  le  point  décrivant  M  de  la  directrice;  H,  o)  pour  le  point  n 
qui  parcourt  la  projection  équatoriale  de  la  seconde  ligne  de 
courbure;  R,  oi,  k  pour  le  point  IN'  de  la  spbérale  dans  l'espace. 

Nous  avons  vu  que  la  recbercbe  de  Téquation  de  cette  sur- 
face  revient  a  réliniination  de  6  entre  les  relalions  générales 
(110),  (lllj.  Nous  adnietlons  donc  qu'an  cours  de  cette  opéra- 
tion,  Ton  a  obtenu,  en  fonction  des  coordonnées  R,  to,  L  de  N, 
Texpression  de  Taziniut  Ç  du  centre  ^1  de  la  spbèrc  (pii  s'v 
raccorde  (*). 

La  tangente  ii  la  projection  de  la  ligne  de  courburc  ctant 
«M-2  (fig.  21),  l'équation  diíTéientielle  de  cette  courbe  pourra 
s'écrire 

(I  G4j          —7,,-  =  'íi'ip  O/í.M-2  =  tang (.Mi//Mi  —  Mi/iO) , 

a   la   condition   d'en   ex[)i'iii)cr   Ic   second   iiiciiibrc   cn  Fi,  (d  seu- 
lenient. 

Puisque  le  point  >'  apparlicnt  it  la  caractéristiípie  de  rayon  k 


(')  Les  valeura  (136),  (137).  (138)  noiis  en  fournissent  un  exemple  en 
ce  qui  concerne  le  sphèro-nautile. 
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et  tle  coordonnécs  ^,  z,  nous  avons 

MiMâ       H  U  H 


(165)   tang  MiwMâ 


Min 


m         l        V//:â-z2       ^//í-2  — R2tang2X' 


En  sccond  lieu,  le  triangle  lMi/<0  nous  donnc,  ))ar  la  propor- 
tion  tles  sinus 

r> 

(166)  —  sin  MinO  -=  siii  OMi??  =  sin  OMiB' 

ri 

=  cos  OMiMâ  =  cos  (OMM2  +  MO>í  O  =  cos  (a  +  Ô  —  61) . 

L'ang]e  a  se  déduira  de  Téquation  de  la  directrice  en  fonction 
de  b.  Quant  à  r\  et  Ôj,  ils  ont  été  déjà  ex})riniés  de  mème 
(86),  (87),  ainsi  que  H  et  /•  (118,   120). 

En  remettant  dans  la  formule  (164)  loutes  ces  valeurs,  et 
finalenient  celle  de  d  dont  nous  venons  de  parler  ci-dessus,  ainsi 
que  celle  de  X  déduite  de  Péquation  de  la  sphérale,  il  restera 
définitivenient  entie  H,  (o,  d\\,  íAo  Téqualion  diUérenlielIe  du  pre- 
])reniiei'  ordre  et  du  preuiier  degré  de  la  projection  équatoriale 
de  la  seconde  lij^ne  de  courbui"e. 

166.  Développons  cette  marche  pour  le  sphéro-naulile. 

Je  commence  par  rappcier  les  formules  ohtenues  ;i  son  sujet, 
en  me  contenlant  de  rcprésenter  dans  chacune  d'elles  par  des 
abrévialions  Ci,  C2,  .  .  .,  les  di verses  constantes  dont  nous  pos- 
sédons  explicitement  Texpression  en  fonction  de  a  et  b\  ainsi 
(jue  par  Fi,  F-2,  ...,  diverses  fonctions  également  connues. 

rsous  avons  Irouvé  au  N''  141 

(139  bis)  h  =  r  cos  a  sin'^  /j  =  Cir, 

(140  bis)  k  =  /•  sin  />  \/í ^^^^'s^~a  s\i^b  ==  Câ/' , 

,  .  1  —  cos^asin*^ 

(141  bis)  II  =  /• ^  Ca/- , 

cos  a 

(14  4  bis)  ;i  =^  r  \/s'm^  a  +  cos-  a  cos*  /j  ^  C^/'  , 
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et  enfin  (N'^  163) 

(166  bis)  sinMinO=-y-cos(rt  +  e-0i), 

r  V 

=  C4  —  cos  (rt  +  Co)  =  Ctí  —  , 
K  u 

Cgr 
tangMinO  = 

(165  bis)     tangMiwMá 


i/R2_C6V2 

H  C3/ 


\/e-  -  R2  tang2  \       ^/C2V2-R2tang2X 
L'équation  differentielle  devient  d'apiès  cela 

(1 64  bis)     R:7„=r 


■ «'  I^         C3 CerS  +  /(R2  -  Ce  V^)  (Câ-r*  -  R'^  tang^  \) 
Représenlons  la  en  abrégé  par 

-^- '•'('■•"■'-)• 

Elle  renferme  encore  6  par  le  facteur  /•,  en  outre  des  cooidon- 
nées  R,  (o,  k.  Mais  nous  possdéons  dcux  expressions  de  cc  pa- 
ramètre  (N°  138)  à  savoir 

R 


(137  bis)     6i  =  laneúrLoí?  : ^[i/sin^acos-X-fcos^^acos-A 


—  v/cos"^  a  cos-  'L  —  sin'^  a  cos"^  b] '  =  ¥2  (R,  /O  , 

ainsi  que 

(138  bis)     Ô  ^  10  +  are  sin  f-^^  y/cos^X-eos^^^  =  co  +  F3  ("/O  • 

\  cos  k  j 

Celte   dernière   nous    perniet    de    chasser   Iransitoirenient   (o 
pour  conserver  seuleinent  /..  Elle  donne  en  eflet 

eh,  =  d^  -  F'3  (X)  d\  =  (^  r/R  +  -^'  í/x")  -  F'3  (X)  d\  . 
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II  vient  d'après  cela,  en  reporlant  ces  valeurs  dans  Fi 


\i 


c'est-à-(liro  defini  ti  vcnient 


ÔK 


clR  + 


^-r3(X) 


(ÍL  , 


'■■-"t)""=(f-'^'0'"- 


éqiiatioii  diíTérenticlle  dii  jjieinier  ordrc  et   du   premier  degré 
entre  R,  k,  r/K,  dk. 

Si  on  la  suppose  intégrée,  avec  une  constante  C,  et  qu*on 
Tadjcigne  ;i  l'éqaation  du  sphéro-nautile 


(IG7) 


F2(R,X)  =  co+F3(X), 


qui  resulte  de  (137  bis)  et  (138  bis),  ou  possèdera  les  deux 
équations  de  la  seconde  faniille  de  lignes  de  courbure.  Si  Ton 
désii"e  en  parliculier  celle  de  Ia  jjiojectioii  équatoiiale  dont 
nous  nous  sdinnies  écartés  moiuentanénicnt,  elle  résullcrait  de 
réliniinaiiou  de  /.  entre  ces  deux  relations, 

La  coinplication  des  cakuls  que  nous  vcnons  d'esquisser 
seinble  ii  bon  droit  décourageante.  Nous  pouvons  tout  au  moins 
présenter  la  solution  com])lète  ponr  le  cas  du  sphéro-nautile 
éqiiiradial.    \íl  cela  suílli-a  sans  cloute;  car   la  ncttetc  des  pio- 

priétés  relatives  a  ce  cas 
jette  une  grande  clarté  sur 
l'allure  de  ces  courbes  dans 
les  conditions  générales. 


167.  (lonnuençons  par 
envisayer  la  question  pour 
des  sphérales  équiradiales 
de  directrice  quelcon(jue. 
II  nous  suilirait  à  ccl  éyaid 
de  su])|)oser  R  ==  I  dans  les 
resultais  précédenls,  mais 
nous  arrivcrons  plus  dire- 
ctenient  par  la  considéra- 
lion  de  la  ligure  2  í  spcciale 
ii  ce  cas. 


Fík.  24 
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Elle  nous  doiuie  iniiiiédialeiíicnt 
tang  OwiM2  = 


H 


On  a  d'ail!eurs 


Mi«         On  —  OiMi         R  —  rsina 

k  =  MMi  =  r  cos  «  , 

/:  =  OMi  =  /■  sin  «  , 

/i-  sin-  a 

n  cos  a 


el  par  conséíjiient 


R./o) 


<^/K         cos  íí  ( 1»  —  /•  sin  a) 
Nous  avons  encore  (l-d) 

V  V 


cos  fl! 


F2  +  2F'2-1<-F'' 


</w  = 


pt'  o-  F- 


ce  qui  nous  pcrnict  crécrirc 

l\f/d    F-  +  2F'=i  — FF" 


(id. 


F3 


,/U  •        F^'  +  F'*  |.-,^,^/i,-  +  K'^_l.-/ 

ou  cn  rcnvcrsani  les  Iraclicns 

Fí  -f  2F'-^  -  FF  ' '  W  ,10      V^     ^      ^  F  ' 

et  en  divisant  par  lí 


F  F'^  +  F'2 


F'  *  F^  +  2F'2  —  FF '      M 


l)+i^-  =  o. 


equalion  hneairc  entre  -^ 


ntrc  ---  et  6 


í:8 


Écrivons  la  sous  la  Ibriiic  abréffée 


^'t/    ,. /i 


M 


-u^+v^o, 


en  r('j)rt'.senlanl  par  los  coefficicnts  U,  V,  ces  íonclions  de  6 
F'     F2  +  2  F^  FF"  V/FM-"f^ 

Elle  aura  pour  inlégiale 

Le  problème  se  trouve  clone  rainené  aiix  quadralures,  et  il 
ne  restera  plus  qu';!  élimincr  O  dans  chaqiie  cas  entre  les  deux 
équalions 


(1G8)  >  L-rVe  e/d 

(I)  —  6  ^  are  tanj^  -— 

Si  celte  éliniinalion  resle  inipossible,  nous  possédons  tout  au 
nioins  les  expressioiís  explicites  des  deux  coordonnées  R,  oi  eu 
íbnctiou  du  ])aratnètre  auxiliaire  6. 

168.   Appliquons  celte  théorie  au   sphéro-nautile  équiradial, 
eu  traitant  a  couune  une  constante 

F  =  e'"^^  ,  F'  =  Af '^0  , 

-,2a6  ^2aO 

F2  -f-  F'2  =  -— -  ,         F2  +  2F'2  -  FF"  =^-  ^-^  , 

U  =  A  ,         fl]f/6=.Ad, 

Ae-^(i        cosa       ., 

V  = ; =  — . g— -^0 

sin  tf         sin^tf 


Hí) 


/  V.-/"''^/^  =.   ''^  "^  /  .-2AS/6 


,-2A'I 


sin-  a 


1  ,  /  «-2aO 


R  \  2  sina 


C.A^-r.-^'^' 


to  =  6  -f  «  —  -^  ,  6  =  (O  4-  —  —  a  , 


et  enfin 

2  sin  rt 


(1G9)  R 


Cr^("^T-'')-f.-'("^-^|-") 


PourC  =  0,  l'on  retrouve  la  spirale  (IH)  trace  équatoriale 
de  cctte  sphérale;  et  pour  C=ao  ,  le  pòle  lui-nième,  auquel  se 
réduit,  ainsi  que  nous  Tavons  vu  (N°  I  íõ),  la  seconde  spiíale- 
trace. 

Avec  toute  autre  valeu r  du  paramètre  C,  on  voit  que  R 
s'annule  pour  co  =  i^-  La  ligne  de  courbure  est  donc,  dans 
ses  deux  sens,  asyniptote  au  pòle. 

EUe  comporte  d'après  cela  un  maxiniuin  d'éloigneiiicnt  de  ce 
point,  c'est-h-dire  de  la  valeur  de  R,  ou  un  niinimurn  de  son 
dénoininateur.  Et  en  eílet  le  produit  des  deux  ternies  qui  le 
composent  étant  constant,  leiír  somnie  atteint  ce  ininiuuini  au 
momeiít  de  leur  ég^alité 


A  (">o  ^  Y  ~  ")  =  e~'^  ('"» "^ '}  '  ")  , 


f.  --2A[( 


Si  donc,  au  lleu  de  C,  nous  adoplons  pour  constituer  le  para- 
mètre arbitraire  de  la  seconde  famille  des  lignes  de  courbure, 
cet  azimut  to,,  du  sommrt  de  la  courbe,  Téquation  deviendra,  en 
y  remplaçant  C  par  sa  valeur 


(170)  R  = 


,       .  A  (  0)n 

2  sm  a  .  e 


gA.(to  -  oJq)  _[_  g-A(oí  -  wo)  ' 
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Lexpresslou    Ro   tiu    rayon   niaxiinum  est  d'après  cela  (pour 

((O  =  tOo) 


(l-l)  Ro=-sin«./('"«^f-"). 

Cette  équation,  si  1'on  y  envisage  Ro  el.  (o^,  coinme  des  coor- 
données  courantes,  represente  le  lieu  géoiiiétiique  des  som- 
mets.  On  y  recouiiait  celle  de  la  projection  de  la  ligne  de  faite 
(148). 

Supposons  cpie,  j)()ur  éludier  en  soii  particulier  chacune  des 
ligues  de  eourbure,  on  la  rapporle  ;i  un  axe  polaire  spécial  pour 
elle,  et  passant  par  son  sonnnet,  il  faudra  it  prendre  à  cet  effet 
coinnie  coordonnée  azinuilale 


en  (léj)hu;ant   de  Tani^le  (o,,    Tancien  axe  polaire.    L'équation  de 
la  projection  prend  alors  eelte  íorme  três  simple 


(>'est  celle  de  la  spira/e  de  Poi/isot,  ou  de  la  projection  de 
V lin pollioílie-liinite  qui  correspond  au  cas  ou  la  dislance  du 
plan  lixe  au  centre  de  rdlipsoide  générateur  est  égale  au  denii- 
axe  moyen  de  ce  deniier. 

La  faniille  des  secondes  lignes  de  eourbure  du  s])l)éro-nau- 
hle  équiradial  a  donc  la  niènie  projection  équatoriale  que  ces 
hei  polliodies  spéciales,  de  rayons  máxima  gradues  et  dis]Jt)sés 
dans  des  direclions  j)rogressivenient  variables. 

La  disposition  des  lignes  de  eourbure  elles-nièmes  sur  la 
suríace  devient  dès  lors  três  netle.  En  son  ])oint  le  plus  élevé, 
cliaque  caractérislique  est  traverséc  normalcment,  et  parallèle- 
ment  à  Téquateur  par  une  de  ces  lignes,  (pii  plonge  à  parlir 
de  l;i  sui'  les  deux  vei'sants.  pour  y  serpenter  d'une  manièrc 
spiraloide,  asyniptotiquemeiH  ;i  Téquateur  et  au  pòle. 

169.   l'renons  comine  second  exenq)lc  la  spirale  sinusóide 
/•"  =:  cos  nb  , 

F=  cos "  n() ,    F  =  — cos"^//&  sin  /lO  ,     F"  =  (sin-  716—71) cos~«~  /i6 , 
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Y L:l? 

-T  =  —  col  ;íÍi  ,      \/  F2  +  F'2  =  cos  «    «6  . 

F2  4-2F'2  — FF"==(«+1)co.s    «     /?(9, 

n  -r  1 
U  =  —  (n-\-  I )  tang  nÔ  ,     J"  U</6  =  — ^ —  Log  cos  «Ô  , 

t^       =  cos  '•    «19 , 


-i—In 


.-J'l--/J 


-2-3n 


V= — (n-j-ljsinnélcos    "     n(?,     Ve   ^       = — (?i-|-l)siii7i6cos     "    nd. 


>n+l 


rVe   i l^^''^/^  _  _  J_  cos    "   "   nd. 


R 


n-j-l 
cos    "     TíÔ 


1  -2 

C  -f  ^  cos 


n+l        -1 


et  cnfiji 


H=- 


íi-fi 
•  2  cos  "    nb 


I  +  2C  cos'  «    nf) 


On  a  (r.iulrc  pari  (124) 


taiig  (Ô  —  (oj  =  —  =  —  laiig  /í6  , 


e  —  í>i  =  —  ?id,  6 


n  -I    1  ' 


cl  par  conscípicnt  réíjualion  dcfiiiitivc 

n-  I 


Z  COS 


(172) 


R  = 


n+  1 


"-"-A-).-' 


2C  cos 


P()urC  =  0,  Ton    rctrouve    la    tiacc    liori/oiitalc   (128)    de  la 
spliérale. 

VoL.  III  — N.°3  4 


18-2 


170.   (>onsiclérons  eiiíin  la  spirale  algébrique 
6 


^^  =  7('+p-íw 


/ 1 y/6  =  (n  +  1 )  Log  6»  —  Log  ( [^6-  +  w^) , 
fwf) 6»+^ 

et  cníin 

(173)  R  V(í  -^w 


02  +  712  + 2  Ce2»+2 


II  arrivo  doiic  rclLc  circonstancc  singiilière  que  l'inté^ration 
vient  de  léussir,  (jiielqiie  soit  //,  landis  ([iie  ee  n'est  ([iie  pour 
iiii  noiíibie  limite  de  eas  spéeiaux,  bieiv  qu'asse/.  nolable,  que 
la  résolvantc  (129)  se  prète  à  nous  procui-er  réquation  de  la 
spliérale.   (A)ntenton.s  nous  de  raj)peler  les  deux  plus  simples. 

l/liypollièse  /i  =  O  nons  Ibuinil  une  vériliealion,  En  cfret  elle 
indi(|ue  eonune  direelriee  le  eerele  U—  1.  La  splu-iale  est  done 
un  lore  é(|uiradia!.  Ses  seeondes  lií^nes  de  eourbure  sont  ses  pa- 
lallèles.   Or  la  résolvanle  (129)  doiine  ici  6  =  0,   ce  qui  réduit 

\\  K=        Tt-íjualion  (113),  et  fouiMil  ainsi  en  eflet  la  famille  des 

eei"cles  appelés  parallèles. 

l\)ur  oblenlr  un  résullat  nouveau,  |)ieiK)ns  encore  la  valeur 
n  =  — 1,  qui  con-espoí)d  à  la  s|)iiale  bvperbolique.  Nous  avons 
determine  sa  spli(''rale  équiradiaíe  (132).  L't'quation  (173)  donne 
alors 
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et  Ton  en  dédiílt  la  valeui 

d 


(Í74)  ^  =  V  R2-(2^+0±|\/í(i-'^- 


qu'il  siiffit   de  subsiituer  dans  la  foiínule  (130),    pour  obtenir, 
entre  H  et  co,  la  projection  éíjualoiiale  des  lignes  de  courbuie. 

171.   Les  spliérales  équiradiales  jouissent,   pi)ur  leurs  lignes 
de  courbure,  dune  impoitante  propriété. 

Marquons   (fig.    25)   en    OAC,    OA'iC'i,    ()A"-2C"2,    ••.,    une 


t    vT. 


Fig.  25 

suite  de  caractéristiques  infininient  voisines.  Hanicnons  les 
toutes  au  moyen  de  rolations  C'iCi,  C"-2C-2,  .  .  .  ,  autoiír  de 
l'axe  zénithal,  dans  un  mènie  plan  niéiidien  en  0A(],  OAiCj, 
OA2C2,  .  •  .  .  Traçons  dans  ce  plan  la  trajectoire  orlhogonale 
NN1N2N3  ...  de  ces  nouvcaux  cercles,  et  clierclions  la  relation 
de  cette  courbe  avec  la  ligne  de  courbure  ]NN'iN"-2N'"3  ,  .  . 

Le  preniier  éléinent  INlNi  est  niené  de  N  nornialement  à  OAj, 
c'est -à-dire  suivant  le  rayon  ]NNi(^i.  Le  second  será  IV1N2  dirige 
suivant  le  rayon  N1N2C2  du  cercle  consécutit',  et  ainsi  de  suite. 
Envisageons  le  plan  TiIN)IN"i  fornié  par  la  tangente  N|Ti  de  la  cir- 
coníérence  OCiAi  et  Tare  NiN'i  de  la  rotation  qui  amènerait 
cette  derniòre  dans  sa  véritable  situation  OC'iA'i.  Cet  are  élé- 
nientaire  est  normal  au  uiéridien  ZOA,  par  suite  à  NN|.  D'autre 
part  le  rayon  NNiCi  est  peipendiculaiie  à  la  tangente  NiTj. 
Donc  NiNi  est  abaissé  de  N  j)erpen(liculairenicnt  au  plan  TiNiN  r, 
en    second   lieu,    à  partir  de  i\i   Ton   niéne  dans  ce  plan  NjM'j 


184 


nonnal  ;i  la  taiii^enle  !N'i'I"i  de  la  ligue  de  courbui-e  située  dans 
ce  luèiiie  plan.  I)'aj)rès  Ic  ilu-oi-ènit'  des  Irois  perpendiculaires, 
NIS"i  seia  normal  ;i  iN'i  I  i,  cl  dcvienl  dês  lors  i'éléinent  de  celte 
ligne  qui  doil,  siir  la  snríaí c,  coiiper  oitliogonalenient  les  ca- 
ractéristiqucs.  La  iclalion  dii  lavoíi  vecleur  de  Tespace  0?<'i 
avec  sa  latitude  ISiOAi  est  doiic.  |)()ur  cctle  courbe,  la  inème 
que  eelle  des  élémciils  rorrespondants  ONí  et.  PsiOAi  de  la  tra- 
jeetoire  plane,  puis(pi'lls  sonl.  lespcctiveinent  égaiix  En  d'autres 
tcrines,  rétpialion  entre  K  et  k  de  la  Jigne  de  conrbure  (à  joindre 
h  celle  de  la  sphérale  pour  representei'  cette  ligne)  ne  difíère 
pas  de  celle  de  la  trajecloiíe  plane  qui  relie  ces  mènies  élé- 
nients.  Or  eelle-ci  est  inmuiable,  et  il  suffit  de  la  trouver  une 
lois  pour  toutes;  par  conséquent  ci/e  rcsíc  la  7nê)iie  poiíi  toutes 
/ffs  sp/ii rales  éíjuiradíalcx,  quelle  que  soit  leur  directrice. 

I\ien  de  plus  sinq^le  d'ailleur.s  que  de  déterniiner  eelle  traje- 
etoire  orthogonale  des  cercles  qui,  dans  un  uiènie  plan,  passent 
par  Torigine  et  ont  leuis  centres  sur  Taxe  des  abscisse.  Ce 
sonl  les  circonCcrcnces  qui  passent  à  l'origine  et  onl  leurs  centres 
sur  Taxe  des    ordounccs.     liaçons    en  ellet  ((ig.  2lí)   deux  seni- 

blables  cercles,  ayant  leurs 
centres  en  P  et  Q,  et  se 
C()U])ant  en  N.  Joignous  NP, 
NQ,  PQ.  Les  triangles  PQN, 
PQO  sont  égaux  conime 
ayant  leurs  trois  còtés  res- 
pectivenient  égaux.  L'angle 
IS'  est  donc  droit,  conime 
Icst  langle  O.  Par  suite  le 
rayon  de  Tun  des  cercles 
est  ])erpendiculaire  ii  celui 
d(!  Taulre,  c'esl  ii-diíe  tangenl  \\  ce  dernici".  Les  deux  circonlé- 
rences  sonl  dès  loi"s  ortbogonales. 

172.  Désignons  jKir  i\  le  rayon  OQ  de  Tun  de  ces  cercles, 
on  aura  pour  sou  rayon  vecleur  de  Tespace 

o  =  ON  =  20Q  cos  QON  =  'iC  sin  \  . 

Mais  d'aulre  pari  le  rayon  vecteur  borizontal  a  pour  valeur 

11  =  O//  —  o  cos  k  =  "20  sin  k  cos  k  =  (_>  sin  2/. . 

Telle  est  réqualion  qui,  sur  une  sphérale  équiradialc  quel- 
coiupu',  relie  les  coordcuuiées  11,  k  de  la  secoiulc  ligue  de 
courbure,  cl   (|u"il  snllil    de  joiutlrc   à  ci'llc  de  la  splicralc  |)our 
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représenter  ceUe  courbo.  Or  olle  apparlieiít  à  une  splière  de 
rayon  C,  taiifí;-ente  ;i  l'équateiir  aii  pòle.  On  obtienl  donc,  pour 
une  spliéi'ale  ('-([uiradiale  quelcoiupic,  fontes  les  ligues  de  cour- 
bure  du  seeoud  systèuie  en  la  coupaut  par  la  faiuille  des  sphères 
qui  passent  au  pòle  tangentiellement  à  réquateur. 

Pour  avoir  la  ligne  de  eourbure  qui  passe  en  un  point  de- 
termine rs  de  la  spbérale,  e'est-h  dire  le  eentre  de  la  spliére 
qui  doit  la  conlenir,  il  sufBt  de  couper  Taxe  zénillial  par  le 
plan  normal  ;i  ceite  eourbe,  a  savoir  le  piau  perpendiculaire  a 
la  génératrice  NM-2  du  eòne  eirconscrit. 

On  peut  d'après  cela  déduire  Téqualion  de  la  ligue  de  eour- 
bure de  eelle  de  la  spliérale,  en  v  reinplaeanl  /.  ])ar  la  valeur 
ci-dessus 

(175)  sin2X  =  -^. 

D'ailleurs  la  lalitutle   ne  figure  dans   la   Ibnnule  (  l'2o)  (d'ou  dé- 

eoule  dans  cliaque  cas  réíjualion  de  la  sj)li('Talc  cllc-inèinej  <pie 
p 

par  le  facleur  -;; ;,—  ,  (jui  |»rend  Ia  valeur 

'  2  cos-  /.      '      ' 


(17G) 


2cos2/.  11  CK 


R  1  +  / 1  -  siu2  Tk      C  +  /C"^  -  R2 

u 


De  Ta  cetle  double  cojiclusion  : 

l"  L'on  peut,  si  Ton  possède  Téqualiou  de  la  splieralc  équi- 
radiale,  éviter  la  double  (juadralure  de  la  métliode  precedente 
(N"  166),  en  se  bornant  à  eílecluer  dans  cette  équalion  la  substi- 
lution  (176),  (pii  procurera,  entre  R  et  (o,  Téqualion  de  la  pro- 
jection  liorizontale  de  la  seconde  famille,  de  paranictre  C. 

2"  On  peut  inversement,  s'il  est  iuqjossible  de  déduire  des 
íormules  (123)  par  élin)ination  Téquation  de  la  spbérale,  <Ui  si 
elle  semble  exiger  des  ealculs  plus  compliques,  employer  la 
métliode  de  la  double  cpiadrature  pour  oblenir  entre  R,  o),  (] 
Téqualion  équatoriale  des  ligues  de  eourbure,  puis  alors  y  eíle- 
etuer  la  substilution  inverse  (I7õ) 

sin  2A 
pour  avoir  enlre  R,  co,  /.  Téipialioíi  de  la  spliérale. 


186 


Nous  trouvoíis  trois  vérifications  de  ces  dcux  énoncés  en 
opérant,  dans  Tun  et  Tautre  sens,  le  passage  mutuei  entre  (127) 
et  (172),  (132)  et  (IT-I),  (Ií6)  et  (l(i9). 

173.  .le  liens  a  présenter  en  outre  un  exemple  dircet  de  la 
recherche  des  lii^nes  de  courbure  sans  intégralion. 

Envisageons  jiour  cela  comme  directricc  !a  spirale  de  I^oinsot 
(N"  157) 

_       1 

''~T~;  -o* 

e   -f-  e 

Je  saisis  auparavanl  coite  occasion  pour  indi(juer  d'une  ma- 
niòre  í,^énérale  (')  commcnt  Tintroduclion  dans  nos  formules  de 
rinverse  du  rayon  vecteur  (qui  nous  a  déjii  parmis  de  simpli- 
íier  la  queslion  du  cone  circonscrit)  peut  procurar  le  mème 
avantag^e  dans  les  forunilcs  fondauientales  (123)  pour  la  re- 
cherche de  Téquation  d'une  sphcrale  équiradiale. 

Si  nous  ])renons  Téípiation  (106)  de  Ia  directrice  sons  la 
forme 

1  1  f 

en  introduisant  en  outre  la  quanlité  auxiliaire 

cos^  X 

Ics  formules  (123)  deviennent 

..  r, 

cos(0  — (o)=-f-,        sin(0  — (o)  =  — 4-. 

En  ajoutant  Ics  carrés,  nous  ol)U'uons  une  relation  indepen- 
da n  te  de  (I) 

et  en  divisant    memhre   à   uicuihrc,    une  ioruuilc  indépendante 


(•)  Voy  N"  U7.  note  1. 
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de  í',  c'est-a-ciiie  de  R  et  X 

tang  (6  —  (o)  =  —  -  r . 

174.   Ces  égalilés  doiuieiit  pour  la  spiralc  de  I\)i.\sot 

4  ir2  ==  (/J  4-  e-0^2  _^  (gf)  _  ,-(ly2  ^ 

Késolvons  celle  équatioii,  cn  laissant  les  douhles  signes  iin- 
plieiteiueiil  allachés  aiix  i'aeine.s,  et  déooniposaiit  les  radieaux 
superposés  eii  radieaux  simples.  II  vient  ainsi : 

d'oú 


g-0  /2-  v/y^+l  -  v/r--l, 
et  par  conséquent 


(-«»-^V"^-=\/t('+i^)- 


oi  -f-  ai'e  e 


'V¥('+-^-)' 


;"+""«VK'-^-s)4-r°'"""'"Ví('+-5í). 


Si  done  on  remplace  daiis  eettc  formule  v  par  sa  valeur 

1  íl 

V        cos^  X 

ou  aura  Téípiatioií  de  la  splieiale  équiradiale  entre  li,  o>,  X 


1<S<S 
Si  au  conlniirc  oii  suh.sliuie  poui"  v  rexprcssion 

V        R 

on  (ibticnflra  réqualioii  áv.  la  projeclion  hoii/.ontale  de  la  sc- 
conde  faniille  de  lignes  de  courbure  de  celte  sphéiale  entre 
R,  0),  C. 

§  XXVII 
Surfaces  podaires 

175.  Froposons  nous  de  trouver  la  surlace  podaire  d'une 
sphérale  absolunient  quelconque,  par  rapport  au  pòle.  Ce  choix 
spécial  ne  restreint  pas  d'ailleiirs  la  généralité  de  la  recherche 
poiír  uii  poiíit  aibilraire  du  plan  de  la  direolrice,  puisqu'on 
peut  loujours  y  ratlaclur  coiunie  juMe  ré(juation  de  cette 
CO  urbe. 

Envisageons  a  part  le  groupe  spécial  de  plans  tangents  qui. 
le  loug  d' une  mème  caracléristique,  sont  couiniuns  a  la  surface, 
à  la  sphère  variable,  et  au  cone  circonscrit.  Langle  d  ouverture 
2c  de  ce  dernier  nous  esl  connu  d'une  nianièie  gér.crale  (114). 
Si  nous  abaissons  du  pòle  une  perpendiculaire  sur  chacun  de 
ces  plans,  ces  droíles  dessineront  dans  Tespace  un  nouveau 
cone  de  révolution,  dont  l'angle  cVouverture  ~  —  1c  será  sup- 
plcmenlaii"e  du  celui  du  préccdent,  et  Taxe  parallèle  à  la  tan- 
gente de  la  directrice  en  son  point  dccrivant.  Les  intersections 
des  gcnératrices  de  ce  second  cònc  avec  les  plans  tangcuts  per- 
pendiculaires  forineront  une  certaine  ligne  C,  et  le  lieu  de  ces 
courbes,  lorscpu'  ÍM  jiarcourt  la  tlireclrice,  constituera  la  surface 
])0(laire  cbercliée.  L'une  des  deux  équations  de  cette  ligne  será 
donc  celle  du  cònc  su|)plénienlaii'e  en  question.  INous  pouvons 
aiscnienl  lui  en  adjoindrc  une  seconde. 

En  eíFet  la  projelante  OP  du  pòle  O  sur  Tun  des  plans  tan- 
gents  du  cone  circonscrit,  et  la  droite  qui,  dans  ce  plan,  joint 
le  pied  P  au  sonuuet  Ma  de  ce  cone,  íbnncnt  un  angle  droit 
inscril  sur  la  dioitc  lixe  O-M2,  Le  point  P  appartient  donc  à  la 
spberc  qui  aurait  OM-2  pour  dianiclrc ;  cl  pai'  conscquent  la 
courbe  C".  loute  entière  se  li'ouve  sur  cette  sphére,  dont  Tcqua- 
lion  íòrniera  la  seconile  relation  cbercliée. 

Dcveloppons  ces  formules,  en  nous  liniitant,  ccunnie  ci-des- 
sus,  au\  dirccl rices  j)lancs. 
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176.  1^<'  cenlrc  fie  la  splu-re  se  trouve  au  inilieu  du  rav<Jii 
vecteiir  ()M3  =  /-j  (li9)  fie  la  coiirbe  lieu  {^éoniétrique  du  som- 
met  du  cone  circonsci-it  a  la  sphérale.  Elle  a  donc  pour  équa- 
tion 

(^  -  -^  cos  62)   -f  (3/  -  '|-  sin  60  j  "  +  z2  =  (^-^"j  ' , 

cC'  -f  y-  7-  2"  —  'â  (íc  cos  62+2/  sin  Ô2)  =  O  , 
R2  ( 1  +  tang-2  X)  —  riR  (cos  o  cos  0-2  —  sin  co  sin  di)  ^0  , 

(ÍT")  s^- =  ?"2  cos  (co  —  62) , 

^  cos-  /.  V  -/  ' 

relation   dans    laquelle   on   remettra    pour  r-2,  6-2,  leurs  valeurs 
(149)  (150)  en  fonction  de  6. 

177.  Fornions  en  second  lieu  léqualion  du  cone  supplénicn- 
taire  dont  le  somniet  se  trouve  au  pòle. 

Son  axe  parallèle  à  la  tangente  de  la  directrice  fait  Tangle 
d-\-a  avec  Taxe  polaire.  II  adinet  donc  connne  équation 

?/  =-  J7  tang-  (6  +  a) . 

L'angle   générateur  c' = -~ c  de  ce  cone  a  pour  sinus  le  cosi- 

nus  de  c-  ( 1 14j 

'•"-'  =  v/'-fíTf^- 

Or  siuí'  exprime  le  rapport  de  deux  dislances:  1°  celle  du 
point  X,  ?/,  z)  du  cone  supplénientaire  :i  son  axe  de  révolution; 
2"  celle  \/£c'*  +  3/^  +  2-  de  ce  ménie  point  au  pòle.  L'axe  de 
figure  ayant  pour  équations 

X  sin  (6  -{-a)  —  y  cos  (^d  -{- a)  ^  O  ,        z  =  0  , 

la  première  de  ces  longueurs  a  conune  exprcssion 


[/  \x  sin  (Ô  A-  a)  —  y  cos  {p  +  «)]-  +  z^  ^ 
De  la  ré(|uation  de  ce  cone 

[a;sin(^  +  .0-3/^-os(«  +  «)J-  +  *-  =  (^--f2'-  +  ^-)(í-pf^^^^ 
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ou  en  coordonnées  mixtes 


F2  +  F'2  —  'f' 
sin2  \  +  cos2  X  sm-  ((/  -  ^  (o  +  «)  = pi^pTã— 


cos  X  cos  ((O  —  6  "1-  a)  = 


?' 


V/F2  +  F"* 
(178)      o3»0  =  arctang|;  +  arccos(---J=p). 

Telles  sont  (117)  (178)  les  deux  équations  de  la  courbe  po- 
daire  (],  En  éliniinant  entre  elles  le  paramètrc  Ô,  on  obtiendra 
celle  de  la  surface  podaire. 

178.   Lc  calciil  se  siniplifie  poui-  les  spbéralcs  vectoi-ielles. 

En  preniicr  lieu  les  foi-nuiles  (I  iíJj  O '^'O  M"'  t'xpi"''»'t''iL  '->,  ^-i 
se  réduisent  a  (151),  (lõ2)  et  donnent  ;i  I  équation  (177)  la 
forme 

cos'*/.  \' 

En  mènic  Icmps  Tégalité  (178)  devient 

F  /        F'  sin  b 

(O  —  ô  =  arctang;      ,  4  ai'f  <^os 


F'  \cosX/F2  +  F'á 

179.  Supposons  enlin  <[ii'il  s'agisse  du  spbéro-nautile,  en 
consideram  a  comnie  constante.  Ces  dernières  relalions  devien- 
nent  alors 

^r^  =  —  e^^  tane:  a  sin  ((o  —  0) , 

/  cos  a  sin  h 

O)  —  o  =  fl  -h  are  cos  (  — : 

\      cos  k 

d'ou  en  substituant  la  valcur  de  6 

_R__ 

cos"^  k 

.      I         ,  ,  cos  a  sin  ^  ,   I       a  [,.,  -  a  -  are  cos  (^.^«Í^M 

taiiiirtsui    /-/  ;  arccos     : —     \  .  e    \-  ^    cosA.   /.I 

L  \     ^"os  '^     1  \ 
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Telle  est  la  surface  podaire  du   sphóro-iiaulile   d'in(lice   veclo- 
riel  quelconque  h. 


§  XXVIII 
Surfaces  antipodaires 


180.  On  sait  d'après  le  lliéorèine  de  Mac-Culi.a(;h  (^),  que  si, 
d'une  surface  quelconc[ue  représentée  par  M  sur  la  figure  sclié- 
niatique  27,  on  prend  la  transforniée  iMi  par  rayons  vecteurs 
reciproques,  puis  la  podaire 
M-2  de  Ml,  et  enfin  la  trans- 
fonuée  IM3  de  M-2  par  layons 
vecteurs  reciproques,  la 
proposée  M  est  elle  nièuie 
la  podaire  de  M3. 

Imaginons  que  M  soit  une 
sphérale,  que  nous  suppo- 
serons  vectoriclle  (-)  et  de  yj> 
directrice  quelconque.  En  ^ 
appliquant  a  son  équation 
les  formules  générales  de  la  transforniation,  nous  obliendrons 
celle  de  M{.  D'après  le  théorènie  fondamental  du  IN°  117,  elle 
será  elle-mèine  une  sphérale  vectorielle  de  niènie  Índice.  La 
théorie  precedente  (§  XWII)  nous  perniet  donc  de  connaiti-e 
sa  podaire  M-2.  Puis  les  formules  de  la  transforniation  recipro- 
que en  déduiront  M3.  iMais  cette  dernière  surface  M3  est  Tanti- 
podaire  de  M.  Nous  possédons  ainsi  la  marche  qui  nous  per- 
metti-a  d'obtenir  Téquation  de  Tanlipodaire  d'une  sphérale 
vectorielle  quelconque. 

181.  Appliquons  la  au  sphéro-nautile,  dont  nous  avons 
Téquation  générale  (137,  138).  Je  la  représenterai  en  abrégé 
par 


Fig.  27 


(179) 


/•(H,o),>0  =  0 


(1)  Dont  >r.  Hl  MiiKUT  m'a  communiqué  une  nouvelle  et  trcs  elegante 
démonstratioii,  encore  inédite. 

(-)  11  nous  âerait  facile  de  formulei-  une  méthode  applicable  à  une  loi 
quelconque  -f  du  rayon  sphérique;  mais  je  supprimerai  ce  développenieiit, 
puis  que  la  formule  vectorielle  nous  sutlit  pour  Tapplication  au  sphéro- 


puis  qu 
nautile 


1ÍJ2 


Supposons,  pour  fixcr  les  idécs,  celte  surface  lournoyant  tlans 
le  sons  siiiistrorsum. 

Le  rayon  vecteur  de  Tcspíu c 

R 


cos  K 

donnc    pour   la   transforination 
(  1  80)  /í-2  =  no'  =  -^.-  , 

car  la  latitude  k  est  la   inème  pour  les  deux  rayons,  ainsi  que 
la  longitude  (o.  II  vient  doiic 

_  /I-2  cos^  •/. 

cl  la  transfonnée  IMi  aura  [)our  équation 

//t^cosn  \ 

Nous  savous  (N°  1  Ui)  qu'elle  represente  un  sphéro-nautile  ideu- 
lique,  mais  procédant  dextrorsuni. 

La  surlace  podaire  M^  nous  est  connue  daprès  ce  qui  precede 
(N"  I6i).  Représentons  la  en  abrégé  par 

F(R',  CO,  "/.)  =  0, 

La  transforniée  reciproque  AI3  de  celle-ci  será  de  son  còlé  (180) 

'/í-^cos^X 


cl  fera  connaitre  Tantipodairc  chcrchéc  du  spluro-naulile  (1 "'.)). 


§  XXIX 
Surfaces  normopodaires 

182.    Au   licu   (Tabaisser  du   p»Me,   coinnie  au  §  XXVII,   dos 

icr|»("n(li(iil;ur('s   sur   les   divcrs   j)laus   lan<;cuts   d'un(>   sj)hcralc 
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quelconque,  menons  par  ce  point  uii  plaii  perpendiculaire  à 
cliacune  dcs  normales  de  celte  surlace.  INous  appellerons  nonno- 
podaire  le  lieu  géomélrique  de  leurs  iiitersections. 

L'une  quelconque  de  ces  droites  joint  le  point  M  (x,  y,  z)  de 
la  sphérale  au  poial  décrivant  M  (/cos  6,  rsinfi',  zéroj  de  la  di- 
reclrice.  Elle  a  donc  ])our  éqnations 

X — rQOsf)       Y  — ^sinÔ        Z 

( 1  o  1 )  —  =  — .     ^  =  —  , 

X  —  r  cos  7        y  —  /•  sin  O        z 

et  le  plan  qu'on  lui  niène  pcrpendiculairenient  par  l'origine 

(182)  {x  —  r  cos  b)\-T{y  —  r  sin  b)  Y  +  Zz  =  O  . 

On  déterminera  les  coordonnées  X,  Y,  Z  de  i'iiitcrsection  en 
fonclion  de  x,  y,  z,  6,  en  adjoií^-iianl  à  ces  trois  égalités  1'équa- 
tioii  de  la  directrice  ainsi  tpie  les  formules  (1U8),  (lODj  (jui  le- 
présenteiit  la  sphérale.  II  suffira  dès  lors,  pour  avoir  l'équatioii 
de  la  norniopodaire,  d'efrectuer  1'cliinination  des  cinq  paraiiic- 
Ires  entre  ces  six  relations. 

183.  Si  Ton  subsiitue  dans  la  dernière  (184j  les  valeurs  de 
X,  Y  déduites  des  deux  precedentes,  il  vient 

(183)  [(^  -  /■  cos  6)2  +  (y  -  r  sin  Of  -f  ?"]  Z 

+  i  (a?  —  ;•  cos  6)  cos  Ô  +  (y  —  r  sin  6)  sin  6]  rz  =  0  . 

Or  Téquation  (106)  de  la  sphère  variable  réduit  ;i  ■s>-  le  coeffi- 
cient  de  Z;  et  cette  mènie  relation  développée  sous  la  tornie  (107) 

p2  _  2/-  (jc  cosd  +  y  sin  6)  +  r^-  =  -f  , 

(en  désignant  par  rj  le  rayon  vecteur  de  Tespace)  nous  donne 
pour  le  coefficient  de  rz  (183j 

jrcos  7  -^y  s\n  u  —  r  =- ~ * — . 


II  vient  donc  finaleinent 

Á  =  z 


2r 
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et  par  suite 

(184)  X     ^  ^  ■ '  +  ''  ~  ^''^  "^  "  ^'^'  ~ '''  +  P'^ ""-'  ^ , 

T 

_  y  (cpH  ^2  -  p2)  +  r  (f  -  r2  -f  p2)  sin  6 

184.  Ces  fonmiles  générales  se  siniplifient  lorsqij'il  s'agit 
d'iM\o  sphérale  équiradialc.  Si  Ton  fait  en  cíTet  cí  = /-,  il  reste 
seulement 


(185)  x^x[\-^)+^co.d. 


Y=-^(l-4;^)4-tr-"ô, 


Supposons    l'équation   de    la   directrice   résolue    sous   la  forme 
ordiuaire,  et  rattaclions  y  l'angle  variablc 

FF  F' 

lan£rfl'=—7,  sina  =  —         — ,  eosfl  = 


Les  équallons  de  la  s])lu'Tak'  .Icvienueiit  de  lenr  còté 

(180)  oj  =  e-f-a--|, 

(187)  R  =  2Fsin«cos2X. 

On  en  déduit  ideiiliíjiienient 

R2 

p«  = .r^  -  2I\F  siiw/ , 

'         eos- k 

x  =  l\  eos  CO  =  I\  sin  (6  +  r/)  ,       ^  ^-  R  sin  oj  =  R  cos  (6 -jr  a) , 
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d'oú,  en  développant  ces  expressions  trigonométriques 
11  sin  a 


X  =  K 


(188)<Y  =  K 


9  


Àn  a\    .             ,   ,   l .,       R-sina\  .    ," 

— —  1  sin  a  cos  o  -f-  I  1 —  1  cos  a  sin  0 

Rsinfl'\    .  ■    i      (^       Hsinfl\ 

sin  a  sm  y  — (  1  — — -  —  )  cos  a  cos  7 


Z  =  R  taii"  >.    t 


\ 


R  sin  a 


185-  La  longitude  m  se  Irouve  par  la  définitivenient  chassée 
de  nos  lorniules,  et  la  question  se  léduit  à  réliniination  de 
R,  X,  6  entre  les  qualre  relations  (187),  (188). 

Pour  V  proceder,  convertissons  les  coordonnées  rectangu- 
laires  X,  V,  Z,  du  point  quelconque  de  la  norniopodaire  cn 
coordonnées  niixtes  R'.  «)',  X',  que  nous  distinguons  ]jar  les 
accents  de  celles  du  point  N  de  la  sphérale.  U  vient  ainsi  après 
réduetions 


(189) 


lR'cos(6  — o)')  =  Xcos6i  +  Ysin6  =  (2 ^^^jRsina, 

f  R'  sin  (Ô  —  0)')  =--  X  sin  6  -  \  cos  Ô  =  í  1  —  -  ^"^"j  R  cos  a  , 


ce  que  l'on  j)eut  écrire 
(190)  -^'''"'' 


2K+"'-"^.<^-°'l  =  0, 


R  + 


SHi  a 

rv'sin(6  — co') 


-O 


cos  a 


En  retranchant  nienibrc  a  ineinbre,  nous  obtenons  cette  valeur 
de  Pi  en  fonction  de  b  et  des  nouvelles  coordonnées 


(191; 


R=R'r 


sin  (6  —  to')      cos  (6  —  (o') 


^       cos  (g  +  g  —  o/) 


sm  fl  cos  « 


Si    d'autre    part    l'on    divise    niendire  ;i   niendjre  les  égalités 
(189),  il  vient 

FR  sin  a 
tang  (6  —  0) )  =  cot  a  .  j— — — -. —  , 
^  ^  '  2  r  —  R  sin  a 


y(; 


c'esl-;i-dire   une  secoiide  rclation  entre   II  et  6,  distincte  de  Ia 
precedente,  |)uis(|ne  Pune  reníernie  IV  el  Taiilre  V. 

En  éliminant  11  entre  ces  deux  formules,  nous  fornierons  une 
rèíohantf  déíinitive  (jui  ne  conliendra  plus  que  6,  et  jjourra 
déteiniiner  ce  parainètre  en  íonction  de  IV,  co'.  II  vient  ainsi 

F  [ícos  a  -  2  tang  (6  -  „,')]  =  K  --"n^  -  <"' +^  . 

'-  COS  (o  —  (1)  ) 

et  en  substituant  la  valeur  (191)  de  R 

(192)  K'cos^6i  +  «  — to') 

=  K  cos  a  [cos  ip  —  (o')  cos  a  —  2sin  (6  —  oV)  sin  «] . 

186.  Nous  pouvons  ol)tenir,  en  6,  une  seconde  résolvanle  de 
nièine  nature. 

II  vient  cn  cllet,  iraprcs  la  valeur  (l<S<S)  de  /,  (|ui  n'a  pas 
encore  été  eniployée 


R' tang >w'  =  R  tang Xíl 


R  sin  a 


F 

c'est-;i-dire 

R^  sin  a 
F 

d'ou,  en  comparant  à  l'égalité  (190) 

sin  (6  — w')  cot  X' 


(193)  cot/.= 


cos  a 


Nous  aurons  en  conséquence  d'apiès  (1H7),  (191) 

ircos(6-l-«_o)')  .  ,  .  cot^X 

^^ =  R  =  2t  sni  a  cos-  K  =  21'  sni  a  — —  , 

sin  a  cos  a  1  -\-  cot''  /^ 

,  ,  R'  cos  (6  +  «  -  co') 


2F  sin-  u  cos  a  —  R'  cos  (6  +  «  —  o)') 

Si  Ton  subsiitue  la  valeur  (193),  on  obtienl  définitivenient 

x..,N      ^,         /y>  f  ,N  2F  sin- «cos  a  sin2(6  — O)') 

fl9i)      R'c()s(e  +  ff-(oO=     ■   .,^ „   ,         ,- ^. 

■       ^  ^  '        sm-(e  — (o)-f-cos2ff  tang2/^' 
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Telle  est  cette  seconde  résolvante  en  6  seul,  distincte  de  la  pre- 
cedente, puisque'elle  renferme  X . 

187.  A  ces  deiix  résolvaiites  en  6,  nous  en  pouvons  adjoindre 
une  troisième,  qiii  n'en  scra  pliis  distincte,  et  ne  pourrait  que 
reniplacer  Tune  d'elle.s  ;  mais  (jui  présentera  ce  caractere  inté- 
ressant  de  ne  plus  renfenner  la  íonction  F,  dont  la  caractéris- 
tique  aura  ainsi  disparu  en  apparence,  puisque  F'  a  déjà  cesse 
de  jouer  un  role  dans  nos  formules,  mais  qui,  bien  entendu, 
continue  d'excrcer  implicilenunt  son  influence  par  1'intermé- 
diaire  de  a.  II  est  donc  bon  de  sií^naler  cette  relation,  immuahle 
dans  sa  forme,  poui-  toules  les  recberches  de  normopodaires 
de  sphérales  équiradiales  quelconques. 

II  vient  a  cet  égard,  en  divisant  membre  a  membre  (192) 
et  (194) 

(195)  2  sin2  a  sin'^  (ô  _  o)')  cos  (6  —  o/  +  d) 

=  [cosô  —  o)'  +  flr]  —  sin(6  — to')sin«]  rsin-(6  — o)')-[-cos-fl!tang-X']— 0. 

La  normopodaire  se  trouve  donc  tinalement  représentée,  entre 
les  coordonnées  R',  w',  )/  et  le  paramètre  Ô  par  les  trois  équa- 
tions  (192)  (194)  (195)  qui  se  réduisent  au  fond  a  deux,  entre 
lesquelles  il  suffirait  d'cliniiner  6,  lorsque  será  spécifiée  I'ex- 
pression  F,  qui  tléíinit  la  dircctrice  dans  chaque  cas  ('). 

188.  Appliquons  cette  mcthodc  au  spbéro-nautilc  équii-adial, 
Le  résultat  se  tiouve  três  directement  prepare,  puisque  nous 

n'avons  qu*a  considérer  a  comme  une  constante.  La  rela- 
tion (195)  ne  renferme  plus  alors,  dans  ce  cas  spécial,  0  que 
par  1'angle  Ô  —  co'.  Si  1'on  développe  les  calculs,  elle  prend  la 
forme : 

sin'^(0  — to') 

+  [tangS  K'  (1  4-  cos  2rt)  (2  —  cos  2«)  —  cos'  2a]  sin*  (9  —  co') 

+  [tang2  >/  (1+3  sin"-  a)  -  2  cos  2«]  tang^  V  cos^  a  sin^  (0  -  oi') 

—  tang-*  V  cos*  a  =  O  , 

équation  du  troisième  degrc  par  lapport  à  Tinconnue  sin2(6  — to'). 


(')  II  n'y  a  pas  lieu  de  se  poser  le  problèine  inverse  des  normopodaires, 
inême  que  le  §  XXIX  résont  celui  des  podaires,  car  il  ue  scrait  pas  dé- 


de 
termiué 

VoL.  III  — N.°  3 


!)8 


Uepiésenlons  eii  abivi^é  par  f{K')  \a  valeiír  de  6  —  (o'  que 
iious  ("ourniraient  les  rormulcs  classiques  de  cette  résolution, 
iious  aurons 

el  eu  rrin()la(;aiil  dans  Ia  (oriuule  (194)  V  par  c-^^ 

U'  =  /■,  (•/.')  ^-V 1/.')  _  gAo>  _ 

On  V  reconuait  l'('(piaii()ii  d'uiu'  surface  nauliloide  dérivée  de 
la  mèine  sjiiiak'  loj^arilliniiquc  que  la  ])r{)])Osée.  Sou  proíll  uié- 
ridicu  se  trouve  rcpréseuté,  daus  le  ])lau  /OX  (co' =  Oj,  euUc 
les  coordouuées  polaires  tj  et  l' ,  jjar  Téqualiou 

/•,  (tJ)  eMO.') 

COS  /.' 


§  XXX 
Surfaces  céritojides 

189-  l>a  uoliou  des  surfaces  nauliloides  peul  senibler,  h  pre- 
mière  vue,  couqjorler  uuc  extensiou,  sur  la  vi-aie  porlée  de  la- 
(|uelle  il  uc  scra  j)as  iiuilile  de  préciscr  les  idées.  Cest  eucore 
le  règ^iu'  auiuial  (jui  pcut  ou  suf;;gcrcr  la  |)cusée.  Les  collectious 
palé<)utologi(jues  préseulcut  eu  ellcl,  ;i  Pépoque  tertiaire,  et  eu 
parlitulier  pour  rétaf>e  éocèue  du  calcaire  grossier,  de  uoui- 
bieux  reslcs  du  jj^eure  cérite  (faiuilie  des  cérilidés)  dout  le  re- 
piéseutant  le  plus  iXMuarquable  esL  le  ceril/iium  gigaiileuvi.  (Test 
uu  fossile,  eu  foruie  de  coiuet,  (jui  uioutrc,  daus  les  i^raudes 
ligues  de  sa  struclure,  les  circouvolutious  d'uue  còuliélice,  avec 
aiuplificatiou  progressive  de  la  sectiou  géuéiatrice  guidée  par 
elle,  analogue  ;i  celle  des  uautiloides. 

Ou  peut  douc  ètre  jjorié  a  voir  l;i  uue  gcuéralisaliou  du 
niode  de  descrij)ti()u  de  ces  deruièrcs  surfaces.  ('epeudaut  coite 
uiauiòi-o  de  vi)ir  ue  couslituo  ;i  jiropieuuMit  jiaricr  qu'uue  siuqile 
appareuce  11  u'y  a  pas  au  foud,  pour  lo  géouiélre,  uue  fauiillo 
de  surfocrs  ce/ilou/fs  csseuliellouuMil  disliucle  des  uautiloides. 
Nous  ue  sortous  pas  eu  róalitó  de  celte  dci'uière  classe. 

(À'  u'est  pas  il  diro  coj)oiulaul  (|uo  cotio  considóratiou  doive 
ètre  écartóc  saus  oxauieu,  cl  saus  lotcuir  un  iuslaul  latloutiou. 
I,a  coucejuiou  et  ra|)pcllaliou  des  córiloídes  jjeuvoul  reudre 
ceilaius  Services.   I-^lles  .^out  i\c   ualuro  (à   coup  súr  ])our  l'ar- 
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liste,  et  inènic  dans  une  ccrraine  mesure  pour  le  géomètre),  à 
porter  de  preinier  jet  plus  de  clarlé  dans  Pesprit,  que  la  fusion, 
un  peu  forcée,  des  deux  classes  de  sui-faces,  (jiTil  nous  faiit 
coniinencer  par  expliquei". 

190.  Coiisiiléroiis  (íig-.  28j  dans  le  plan  du  preniier  niéri- 
dien(*)  le  profil  C^w^^Nf,, 
(|ui  engendre  un  céri- 
toíde  en  se  réduisant  sur 
lui  nièine  vers  le  pòle,  ou 
s'anipliriant  au  contraire 
dans  le  sens  opposé,  au- 
tour  de  son  centre  de  si- 
militude Cq  qui  décri- 
une  cònliélice,  suivant  la 
loi  logarilluiiicpie  envisa- 
g;ée  jusqu'ici.  Nous  obte- 
nons  une  série  de  posi- 

tions   de   ce   point , 

C_2i  C_i,  Co,  Cl ,  Câ,  — , 
dans  les  révolutions  suc- 
cessives  du  méiidieu  mo- 
bile. 

Rapprochons  de  cetle 
surlace  le  nautiloide  or- 
dinaire  qu'engendrerait, 
suivant  le  plan  equato- 
rial mené  par  le  sommet  O  de  la  cònliélic(í,  une  figure  (]'ç^n\^K(^, 
identique  à  la  precedente,  et  dont  le  centre  de  déformation 
liomotliétique  C  décrit  une  spirale  logaiithuufpie  de  mème  loi 
ampliíicalive. 

Substituons  niaintenant  :i  la  génératrice  CqWqNq  de  ce  nauti- 
loide auxiliaire  la  gíjurutrice  coinposile  C'f,(>,//„l\  forniée  d'un 
piédestal  CqCq  surnionlé  de  Ia  íigure  Cq7/,)Nq  identique  à  C'q«'qN'(j- 
Ce  piédestal  se  dilatcra  pour  sou  propi-c  compte  dans  le  mème 
i-apport  que  les  dimensions  verlicales  ou  hori/.outales  de  Tune 
et  l'autic  figure,  ou  encore  que  le  ravon  vecleur  OC'^  de  la 
spirale  logarithmique.  La  surlace  engendrée  par  le  j/touvonent 
purement  nauliloide  du  profd  compósito  a  piédestal  CqCqWqNq  ne 


FiíT.  28 


(')  II  a  iHó  cxpliqiu''  (X"  32)  que  la  gênúration  par  une  courbe  quelconque, 
plane  ou  gaúche,  pout  toujours,  dans  cet  ordre  de  questiona,  être  ramenóe 
à  Temploi  d'un  profil-méridieii. 
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diíTòrera  en  ricn  de  celle   que  protluil  Ic  vioiivcmenl  direclement 
cériloíde  de  la  génératrice  proposée  CqWqISq. 

191.  Nous  pouvons  donner  ;i  cet  aperçu  pliis  âo  précision, 
de  nianière  a  forniuler  l'équati()n  générale  des  surfaces  céri- 
toidcs. 

("onsidérons  en  efíct,  au  bout  d'nne  révolutioii  coiiiplcte,  la 
section  (}'(^n',)?s'Q  ii  .-ou  rctour  daus  le  ]M'eiiiiei-  inéiidicu  suivant 
Cin'|N'i.  Comparons  les,  en  cet  inslaiit,  avec  la  situation  céri- 
toide  Ci^iNi  de  CQrjQlV^. 

L'ordonnée  Nin')  d'un  point  du  cériloíde  se  conipose  de 
NiiS'i  et  de  N'i/í'i.  Cette  dernièi-e  partic  constitue  l'ordonnée  du 
nautiloide  proprement  dit,  à  savoir  (17) 

Quant  au  srf;inent  NilS'i  =  Ci(>'i  il  est  égal  ;i  la  hauteur  initiale 
h  —  C'f^C^^  du  piédeslal,  anipliíiée  dans  le  niènie  rapport 

II  vicnl  donc  pour  l'ordonnée  z  du  cériloíde 

Z  =  Nm',  =  í^Ar  |-/^  _|_  XY  (Re-2A-)]  . 

Le  raisonnenient  que  nous  venons  de  faire  ponr  une  révolu- 
tion  entière,  afin  de  niieux  utiliser  la  figure  ti'acée  dans  le  pre- 
niier  niéridien,  convient  évideinment  a  un  anj^le  cjuelconque  de 
rolation  co.  INous  aurons  donc  comnie  équation  générale  du  cé- 
riloíde, en  fonction  de  la  hauteur  h  que  possòde  le  piédestal  en 
traversant,  })our  (i)  =  0,  le  preinier  niéridien 

Z  =  eA*o  [/,.  +  ^r  (IV-Ao))]  . 

On  voit  claireinent  dès  lors,  qu'il  suffit,  pour  revenir  a  Téqua- 
tion  des  nautiloídes  (1  7),  de  considéier  coninie  un  unique  syni- 
bole  fonctionnel  H'i  (a)  le  binônie  /i-\-^\a). 

192.  On  pouiiait  éprouver  quelque  surprise,  presque  une  dé- 
ceplion,  en  vovanl  ainsi  s'évanouir,  (juand  on  la  serre  de  prós, 
une  j,^énéralisalion  (jui  seinblail  prouiettre  un  intérél  analogue 
à  celui  du  passage  des  surfaces  de  révolution  aux  bélicoídes, 
par  radjonclion  au  pliénoinène  rotalif  de  celle  niènie  compo- 
sanle  de  tianslation  suivant  l'axe.  Mais  il  est  facile  de  faire  res- 
sorlir  la  dilIérciH  c  pioConde  (|ui  separe  ces  deux  cas. 
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Dans  Ics  surfaccs  de  révoluliou,  loutes  Ics  Irajecloires  soiit 
planes;  aucune  n'y  posscde  la  double  courbuie.  Pour  IMiéli- 
coide,  toutes  devieiíneiil  gaiiclies.  Dans  les  nautiloídes,  aii  con- 
trairá, les  trajectoircs  sonl  déjà  «ganches.  (>e  sont  des  cônlié- 
lices,  Cest  a  litre  exceptionnel  (pie  les  seuls  poinls  situes  dans 
Féquateur  y  parcourent  des  spirales  logarithiniques.  II  est  donc 
tout  siniple  que  radjonction  de  la  composante  de  translation 
les  dénature  au  fond  beaueouj)  nioins.  (>e  n'est  plus  alors 
qu'une  siniple  quesliun  de  dej,^ré.  Cette  inlroduction  ne  fait 
que  inodifier  1'anglc  des  cunhélices.  Cest  coninie  si  les  pas  de 
toutes  les  hélices  d'un  hélicoide  augnientaient  d' une  niénie  lon- 
gueur;  on  ne  sortirait  pas  par  là  de  la  catégorie  des  hélicoídes. 

Toutefois  le  point  de  vue  céritoide.  ainsi  réduit  a  sa  juste 
valeur,  ne  senible  pas  devoir  disparaitre  du  lanyage  des  appli- 
cations.  On  trouvera  toujours  plus  claire  la  eoneeplion  directe 
du  mouvement  d'un  proíil  s'élevant  en  vrille  autoui'  d'un  axe, 
que  celle  de  Tadaptation  lactice  à  ee  profd  d'un  piédesial  pour 
imprinier  à  Tensenible  le  mouvement  nautiloide  plan.  Sons  cette 
reserve,  cette  considération  du  piédestal  est  bien  cepcndant  la 
voie  a  suivre  dans  chaque  cas  pour  former  Téquation  de  ces 
surfaces. 

193.  .ÍP  me  contenterai  li  cet  éf;^ard  d'un  seul  exemple,  au 
quel  se  rapporte  précisémenl  ia  figure  28,  dans  laquelle  la  gé- 
nératrice  est  supposée  circulaire. 

II  suffira  pour  cela  d'employer  Péípiation  de  la  circoniérence 
dont  le  centre  occupe  le  sommet  du  piédestal  h.  Elle  nous  est 
foiírnie  par  le  triangie  OCN,  supposé  trace  dans  un  niéridicn 
de  longitude  o) 

"CN^  =  ÕN^  -f  ÕC^^  —  2ÕN  .  ÕC  cos  NOC  . 

L'angle  NOC  est  l'excédent  r^  —I,  par  rapport  ;i  la  latitude  K 
du  point  N,  de  l'angle  fixe  •/;  que  fait  avec  Téquateur  0(]  {*).  \in 

second  Meu,  ON  represente  le  ravon  vecteur  de  Tespace  t   . 

On  a  encore  "  ^°^  ^ 


oc 


cos  yj 


(')  Dans  ces  conditions,  tang  r,  mosure  la  hauteur  A  du  piíidestal  au 
momeiít  ou  sa  projcctiou  passe  par  le  poiut  I  de  la  spirale  logaritlunique 
directiice. 
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Enfm  CN  est  le  rayoii  lir,  oii  l?e'^"'  de  la  circonférence  généra- 
Iricc. 

U  vient  d'après  cela 

B  VA">  =  _il^  +  ^ 2     *"  .  . cos  (X  -  -O  , 

cos-  /^      cos-  r^  cos  /.   cos  yj 

ou  en  niullipliant  par  c— SAo)  eos^  yj 

I r —  2 -. '    COS  (/.  —  rj  +  I  --  B''  cos^r  =  O  , 

\       cosX       /  \       cosK       J        ^         ^^  ' 

et  en  resolvam : 

Bg-A(o  cos  r  .  ,    ,      / -7-^ r-^r^i ã r 

r ^  =  cos  (/.  —  x)  ±  \/  cos^  (k  —  7])  +  B2  cos2  •/]-!, 

cos  K  VI 

c'csl-h-dire  eníin 

cos  k 


R  =  gAoj .  ^         [cos  (X  —  r^)  ±  v/sin^  ^  cos^  r^  —  sin^  (X  —  yj )] . 
cos  y> 

Tcllc  est  réquation  du  céritoide  ;i  íVonl  méridien  circulaiix'. 
On  y  retrouve,  pour  Thypothèse  yi=0,  Téquation  (6)  du  nau- 
tiloídc  à  front  inéridien  cirrulairc. 

194.  La  síMtion  droile  serail  di-lerminée  par  le  plan  normal 
à  la  cònliéliic  directrice.  Elle  se  rapprochera  trautaiit  plus  duiic 
forme  ronde,  (|ue  ee  plan  será  lui-mème  plus  voisin  du  méri- 
dien, c'est-a-dire  y;  de  zero,  et  «  de  -— ;   ou  endn   que  Ton  em- 

ploiera  des  spirales  et  des  cònhélices  plus  lentes. 

Pour  assurer  déílnilivement  à  la  surface  ce  que  nous  avons 
appelé  (iN°  101)  le  caractere  des  corps  arrondis,  il  faudrait  en- 
visaji^er  le  xpliéro-cnite,  c'est-;i-dire  la  sphérale  vectoiielle  (jui  a 
pour  dirccl^•ice  une  cònliélice.  Contentons  nous  d'en  ellectuer  le 
calcul  pour  rhyjiollièse  équiradiale. 

L'équation  de  la  splière  variable 

(a:-a)2  +  (y-,3)2  +  (z_Y)2^a2  +  ,V^  +  Y2, 

SC  réduit  à 

X-  +  ^'  -f  í'  -  2  {(jx  +  '^y  +  -{z)  =  O  . 


203 
Oii  a  (l'ailleiir.s 

et  par  suite : 

o-  —  2í'A^  (íc  cos  d  -{-  y  sin  6  +  z  tang  vj)  =  O  , 

La  dérivée  de  cette  équatiou  par  rapport  à  6  uous  donue 
Ae^^^  [cos  (6  -  (o)  +  Vàn^'^  y;]  -  e a')  sin  (6  -  oj)  =  O  . 
Mais  on  tire  de  la  precedente 

COS  ((/  —  (.))  =  — '- — .  —  tane;-  r  , 
d'oú  en  suljstiluani  ici  . 

(196)  sin  (Ô  -  (O)  =  A -^— „  . 

II  vient  donc  en  ajoutant  les  ca r rés 

\2H£-^7        \2R^aO  ^    <y 

-4-  ('-'-Tr/V-  2  tarig2  r,  ("-^.^  +  tang*-/;  -1=0, 


2We 

et  enfin 


— .  =  sin-  a  [tang-  r,  +  /tang^  yj  —  sin'^  a  (tang*  r,  —  1)]  , 


iL_-r 


0  97)  -^7,  =  <^^ 

2R.A0 

si  nons  représentons  poiír  abrégcr  par  C  la  valeur  constante 

C  =  sin  a  (sin  a  tang-  r,  +  /  1  —  cos^  a  tang*  yj)  . 
Kn  subslitnant  dans  la  relation  (lOUj,  il  nous  vient 
sin  (6*  —  O))  =  AC  ,  6  =  0)+  are  sin  AC  , 
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et  d'autre  part  (197) 

2C  *  R       2C*cos^^>.  ' 
cl'()u  en  rcmcUaiil  cette  valeur  de  6 

R  =  2C  cos^  X .  í"^  ('"  +  ''"'*^ ^'" ^^^ . 
Lorsque  Von  suppose  ■/i  =  0,  la  constante  C  se  réduil  à  sina; 
AC  a  cos  a\  aro  sin  AC  'a  -~ a.  II  vient  dês  lors  sin)plenient 

R-=2sin«cos-X.g    ^        ^       ^  , 
et  l'on  retroiive  TéquaLion  (1  iG)  du  sphéro-nautile  équiradial. 

195.  Terniinons  celte  longue  étude  par  la  piopriété  suivante. 

La  surface  reciproque  (/'un  sphêro-cérile  vectoriel  quelconque  par 
rappo/t  a  aoii  pôle  est  un  npliiro-cérite  êgal,  mais  de  sens  inlerverti. 

Appliquons  en  eíFet  le  théorème  Ibndaniental  du  1S°  IIG.  La 
reciproque  de  la  cònhélice  directrice  será  une  cônhélice  symé- 
trique,  puisque  ce  uiode  de  transforniation  conserve  les  angles. 
La  nouvellc  directrice,  qui  doil  lui  clre  seniblable,  será  donc  une 
cònhélice  idculiqiic  à  celle-ci,  mais  déviée  sur  son  cone.  Quanl 
aii  lapport  vectoriel,  on  sait  (pi'il  est  conserve  sans  altération. 

Plus  généralenient,  enveloppons  le  plan  d'une  spirale  loga- 
ritlnuique  sur  un  cone  quelconque,  (et  non  plus  de  révolulion), 
avant  son  somnict  au  pòle  de  cette  courbe.  'Iraçons  sur  ce  cone 
la  Iranslbi-mée  par  rayons  vecteurs  reciproques  de  la  ligne 
gaucbe  ainsi  obtcnue,  puis  une  lii;ne  hoinolliétique  de  celle-ci. 
Enfin  développons  la  suríacc  coniquc.  (]ette  derniòre  courbe 
se  transfoimera  en  une  nouvelle  spirale  logarithuiique  égale  à 
la  preuiière,  mais  de  sens  eontraire.  Fn  eflet  lenroulement,  la 
transforniation,  lliomolhétie,  le  déroulement  conslituent  quatre 
o|)(''rali()ns  cpii  cons<  rvent  les  angles.  Olui  de  la  courbe  avec 
son  rayon  vecteur  doit  donc  rester  consiant. 

Construisons  maintenant,  pour  les  deux  lignes  coniques 
commc  directrices,  avec  un  mème  module  vectoriel,  deux  sphé- 
rales.  (k's  deux  surfaces,  (Taprès  le  llicorcme  fondamental 
(N"  1 1  (!)  seiont  les  Iransfoiínces  lune  de  I  aulre  par  rayons 
vecteurs  reciproques.  La  proposilion  precedente  n  est  donc 
plus  quun  cas  parliculicr  de  cclle-ci,  relalií"  au  cone  de  révolu- 
tion. 
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II  subsiste  encore  en  Portugal,  connne  en  (rautres  pays  eui'o- 
pécns,  de  nombreux  vestiges  du  regime  ag)'aire  cominunaliste. 
Cest  principalemenl  dans  la  Sena  (la  Montaguc)  —  car,  dans 
la  Ribeira  (la  Flaine)  il  ne  s'est  perpetue  que  des  résidus  ira- 
ctionnés  et  dilués  —  que  la  possession  iiulividuelle,  exclusive  et 
héicditaire  du  sol  coexiste  avec  le  douiaine  colleclil  d'une  ou 
plusieurs  zones  territoriales,  et,  interinédiairement,  avec  les  au- 
tres  ibrines  de  transition  évolutivc  depuis  le  léginie  pastoral 
jusqu'a  la  libre  et  pleine  jjropiiété. 

Une  grande  paitie  des  dizaines  de  milliers  d'licctares  de  terre 
portugaise  en  Iriclie  est  souniisc  à  Vadministralion  légale  des 
«juntes»  paroissiales.  Mais  en  fait,  tout  ce  qui  se  rapporte  soit 
a  la  jouissance,  soii  au  mode  de  tirer  parti  des  terres  incultes 
est  soumis  à  la  délibcration,  non  des  «juntes»  ni  d'autres  pou- 
voirs  liiérarcbiíjues,  mais  bien  aux  suílVages  des  assemblées  de 
tous  les  intciessés.  Les  terres  en  friclies  ne  produisent  guère 
que  des  pâlurages,  des  bruyères  et  des  bois  ;i  brúlcr,  ceux-là 
mis  a  profit  indistinctement  ])ar  tous  les  habitants  de  Tendroit 
possesseurs  de  bétail,  et  les  produits  íbrcsliers  repartis  propoi"- 
lionnellement  entre  tous  les  feux.  II  arrive  donc  que,  si  des 
laisons  de  convenance  collective  le  conseillent,  l'assemblée  des 
VoL.  Ill  —  N.o  4  X 
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voisins  decide  la  proliibiiion  da  di-oit  de  pâturage,  des  émondes 
et  tailles  sur  ceitaines  suiTaces  déterminées,  lesquclles,  sous  ce 
regime  épliémère,  sont  appelées,  dans  le  Barroso,  acoutac/os)). 
Sans  égard  ni  observance  ck>s  formules  élablies,  certaines  éten- 
dues  (le  tcn-es  inciiltes  ont  élé  vendues,  et  le  produil  destine 
;i  des  dépcnses  d'intérèt  commun,  par  exeiDple  la  réparation 
de  l'église  principale  ou  d'une  chapelle,  la  construclion  d'un 
lavoir,  la  restauralion  d'un  moulin  ou  d'un  four  banal,  1'exploi- 
tation  des  eaux  pour  les  fonlaines  publiques,  l'établissement 
d'un  cimetière.  Cependant  la  désamortisation  en  inasse  des  biens 
coninuinaux  n'a  pas  élé  tentée  et  ne  le  será  pas,  par  suile  de 
rim|)ossibilité  oíi  sont  les  peuples  de  renoncer  h  des  droits  tra- 
ditionnellement  communautaires  et  inli'insèquement  dictés  par 
des  circonstances  orographiques,  climatiques  et  économiques. 
Ce  n'est  (pie  icinporairomcnt  que  l'on  tolere  ou  (jue  I'on  per- 
met,  a  des  liabilants  indij^cnts  ou  dont  la  moisson  est  insuffi- 
sante,  la  culture  accidenlelle  ou  transitoire  de  pelils  lols  des 
terres  en  friclies  collectives,  qui  sont  alors  labourés,  puis  quei- 
mados (brúlés)  et  ensuite  semés  en  seigle,  la  récolte  de  cetle 
céréale  retournant  ultéiieurement  au  regime  commun.  Du  i"este, 
la  collectivité  y  Irouve  proíil,  puisque  non  seulemcnt  la  produ- 
ction  céréaliíère  s'accroit,  mais  les  terrains  ainsi  mis  en  valeur 
("ournissent  ensuite  de  meilleurs  prés  et  des  bruyères  plus  abon- 
dantes. 

(^.es  notions  générales  données,  il  convicnt  niaintenant  de 
spécifier,  sans  entrer  ])ourlant  dans  de  trop  gi-ands  délails, 
(que  n'admettraient  pas  les  limites  de  cette  breve  étude)  quel- 
ques  aspects  de  ce  légime  de  communauté  survivant,  lequel 
reside  principalement  dans  la  possession  collective  du  terroir, 
dans  la  répartition  écpiitable  du  bien  commun  et  dans  les 
formes  sclon  lcs(pu'lles  il  est  mis  à  {ji-ofit  ou  cultive. 

A  Pitões,  (l(;j;»  sur  la  lisi('re  du  plaleau  de  Barroso  et  en  face 
du  massií  du  Gerez,  les  terres  de  piopriété  individuelle  sont 
insuffisantcs  pour  la  produclion  céréaliíère  nécessaire.  II  faut 
donc  approprier,  des  tcírcs  en  fiicbes,  la  superficie  complé- 
mentaire.  A  cette  fin  la  populalion  se  réunit  en  novembre,  dis- 
culant  et  convcnant  (picl  tcrrain  il  íaut  cboisii"  pour  les  cavadas 
(labours),  altendu  (pie,  lous  les  ans,  et  pai-  suite  de  la  faible 
feitilité  régionale,  la  rotation  des  cullures  s'in)pose  de  rigueur. 
Après  Ic  clioix  du  local  par  Tassemblée,  le  ])euple  procede  à  la 
démarcalion  des  glòbes  qui  rcvicnrlront  à  cliacun,  et  l'on  coni- 
mcnce  Ia  dislribution  des  lots  par  Tliabilant  de  1  une  des  exlré- 
milés  (111  vilhigc,  Tonlclnis,  on  ])r()ccde  dabord  au  clioix  de  la 
cavail'1  de  l'cglisc,   c'cst-ii-(liro,  du  tcnain  qui  lui  será  destine, 
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et  il  convient  que  tous,  etjusqu'au  bout,  travaillent  dans  celte 
part  donL  le  produit  integral  est  destine  para  Deus  (a  Dieu). 
Ceei  rappelle  la  coutume  hellénique,  puis  romaine,  de  la  divi- 
sion  de  la  terre  en  lots  pour  la  fondation  dune  cite,  la  distri- 
bution  ne  se  faisant  ([u'après  cjue  Ton  avait  mis  à  part  les  lots 
attribués  aux  divinités.  (Daremuekg  d-  Saolio). 

Le  labour  eíTectué,  et  comme  on  n'a  rien  à  craindre  du  bétail 
jusqu'en  niai,  la  zone  n'a  pas  besoin  de  gardc.  Mais  quand  sur- 
vient  la  ferranha,  c'cst-a-dire  quand  les  graminées  fruotifient, 
nouvelle  i'éuni()n  du  peuple  afin  d'ouir  les  propositions  avant 
trait  à  la  garde  des  défricbements.  Pour  empècher  les  aniniaux 
de  détruire  les  cultures,  on  adjuge  la  surveillance  a  celui  qui 
s'oft're  raoyennant  le  plus  petit  nombre  de  boisseaux  du  pro- 
duit, lequel  est  responsable,  jusqu'au  temps  de  la  moisson,  des 
piéjudices  occasionnés  par  les  bestiaux. 

La  moisson  se  réalise  selon  le  bon  plaisir  de  chacun,  mais 
pourtant  a  des  jours  assez  rapprochés. 

Néanmoins  le  charroi  ou  carreja,  c'est-a  dire  le  transport  de 
la  récolte  a  domicile,  est  marque  pour  tous  et  en  un  jour  fixe  par 
tous.  Pour  la  raison  suivante:  avant  le  cbarroi,  il  faut  vérifier 
le  produit,  ce  dont  se  cbargent  le  gardien  et  deux  voisins;  tout 
le  monde  a  donc,  dans  son  lot,  disposé  le  seigle  en  pousadas, 
cbacune  d'elles  présentant  cinq  gerbes  de  récolte;  et  comme 
le  nombre  de  boisseaux  pour  lequel  a  été  adjugée  la  garde  doit 
ètre  pioportionnellement  reparti,  il  convient  de  vérifier,  équi- 
tablement,  ce  que  chacun  a  cflectivement  retire.  De  Jui!ai>viele 
parle  d'une  analogie  loinlaine  tirée  d'un  texte  archaíque,  rap- 
portant  (jue  les  vaccaei,  peupU;  celtibère  établi  dans  le  bassin 
du  Douro  et  occupant  une  partie  de  Tancien  royaume  de  Léon, 
partageaient  tous  les  ans  la  terre  arable,  et  distribuaient  malgré 
tout,  en  parts  égales  et  après  la  moisson,  le  produit  eíTcctif  de 
la  récolte. 

Comme  Tancien  germain  dont  parle  Tacite,  1'homme  ne  pos- 
sède  pas  la  terre:  il  n'a  la  propriété  que  de  ce  qu'elle  donne. 
(Flstel  de  Coulanges.) 

Sur  le  versant  «transniontain»  du  Maião  certaines  localités 
réunies  en  chamados,  qui  sonl  les  assemblées  localcs,  délibèrent 
sur  les  lots  ;i  diviser  dans  la  terre  en  fViche  sur  lesquels  on  ira 
chercher,  pour  la  saison,  le  genèt  indispensable  au  fumiei*.  On 
discute  d'abord:  le  terrain  est  maigre  en  genèts;  ceux-ci  sont 
encore  trop  jeunes.  iMais  une  fois  íixée  la  zòne  choisie  par  la 
majorité,  on  marque  le  jour  de  V afazer  (travail).  Quant  \\  la 
division,  dans  certains  endroils  elle  se  fait  en  proportion  des 
bieus  du.  cultivateur,   car  celui  qui  possède  le  plus   a  le    plus 
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besoin  de  íiiniler  poiír  ses  thanips-,  dans  d'autres,  les  lots  sont 
repartis  cgaleuient. 

Au  jour  marque  tous  les  liommes  du  village  vont  à  la  mon- 
tagne,  ou  s'eflcctue,  au  cordeau,  le  niesurage  du  polygone 
choisi.  Une  fois  la  superíicie  déliniilée,  soit,  par  exemple,  un  re- 
ctangle,  sur  Tun  des  còtés  se  plaeent,  avee  leurs  houes,  les 
représenlants  des  ménages;  du  eòté  opposé  un  autre  homme, 
considere  et  experimente,  vérifie  si  les  habitanls  sont  bien  pla- 
cés ;  il  les  fait  s'eloifíncr  ou  se  rapproehcr,  s'il  est  nécessaire, 
pour  cpie  la  dislribution  soit  juste,  .Iusqu'au  moment  oú,  la  ju- 
geant  exacte,  il  erie  ;t  baute  voix :  Bem  cslá!  (Cest  bien)  —  et 
tous,  comme  un  seul  bomme,  donnent  un  coup  de  boue  en 
terre.  En  grand  cela  ressemble  à  une  ligne  pointillée;  et  chaque 
«point»  marque  Textrémité  des  lots.  Le  tirage  au  sorl,  qui  suit, 
se  fait  en  é("rivant  tous  les  noms  sur  des  bulletins  qu'un  enfant 
tire  suceessivement.  Au  premier  nom  revient  le  premier  lot  et 
ainsi  de  suite,  tous  et  chacun  respectant  ee  que  le  sort  a  de- 
cide. 

Pareillement,  dans  certaines  communes  belges  des  Ardennes, 
le  terroir  coUectif  est  divise  annuellement  en  autant  de  parcelles 
qu'il  y  a  de  ménages.  Une  fois  tirées  au  sort,  cbacun  aloi's  net- 
toie,  brúle,  fume  et  sème.  En  certaines  localités  le  maim,  avee 
des  arpenteurs  jures,  appoite  le  cordeau,  le  rceb  germain,  qui 
est  destine  aussi  à  eflectuer  les  démarcations.  (Laveixye). 

Ces  asseniblées  populaires  et  locales,  qui  tombent  rapide- 
ment  en  désuélude,  et  surlout  aux  basses  altitudes,  inqiriment 
au  début  loiít  leur  caractere  aux  vesliges  de  mode  de  vie  con)- 
nuinaliste.  Dans  le  vaste  pays  plat  de  St.  Vincent  {Chà  de  S.  Vi- 
cenle),  dans  la  Serra  das  Alturas,  et  les  autres  localités  des 
«Terres  de  Harroso»,  les  coutos,  ou  réunions  des  agrcgats  com- 
nuuíaux,  ont  lieu,  d'ordinaire.  dans  la  maison  du  four  banal, 
sur  une  place,  sur  le  parvis,  prés  de  la  croix  et,  en  general, 
après  la  messe.  A  Tavance,  et  en  rcgie  gcnérale.  deux  ou  trois 
liommes  préviennent  les  habitants,  sous  la  détermination  préa- 
ble  du  regedor  {^),  annonçant  de  nouveau,  le  jour  mème,  à  son 
de  tronqie  ou  de  corne,  rapprôcbe  de  l'asscniblée.  Cest  alors 
que  se  résolvent  les  reformes  et  réparations,  et  encore,  en 
parlie,  que  se  rend  la  justice,  soit  sur  des  plaintes  au  sujct  de 
lerrains  connnuns  indúment  absorbés  par  autrui,  soit  au  sujet 
de  l'irruplion  du  bétail  dans  le  domaine  prive  des  réclamants. 


(')  Autorité  (Ic  la  conimuiie  qui  corrcspond,  ;i  pcu  prós,  au  tnaire. 
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Deux  arbitres,  nominés  aussitòt,  enquèlent  et,  dans  le  dernier 
cas,  signalent  le  préjudice,  íixaiit  rindemnilé.  Et  cellc-ci  est 
payée  sans  reserves,  vii  que,  à  son  toiír,  le  délinquant  poiírra 
aussi  réclavier  justice. 

Si  la  populatiun  désire  unaninieinent  une  aniélioration  d'in- 
térét  general,  1'asseniblée  decide,  établissant  les  charges  compa- 
tibles.  Le  hanieau  de  Villarinlio  avait  son  sièg-e  paroissial  \\ 
Negrões  et  il  désirait  vivement  une  chapelle  qui  lui  eút  évité  la 
course  doniinicale.  On  decida  rédification,  et  ceitains  habitants 
eurent  à  s'acquitter,  en  proportion  de  leurs  nioyens,  du  tians- 
port  des  matériaux  de  construction;  d'autres  durent  s'acquitter, 
toujours  équitablement,  de  la  fourniture  des  chaumes  pour  le 
toit;  Targenl  nécessaire  au  payement  des  maçons  fut  reparti 
parmi  les  autres;  et  finalenient  chacun  nourrissail  et  logeait  les 
artisans,  à  Ia  journée,  sans  qu'on  perdit  de  vue,  bien  entendu, 
les  capacites  individuelles  de  l'hòte.  Eníin  et  pour  tant  de 
messes  annuelles,  tant  d'habitants  auraient  à  payer  un  nombre 
égal  de  boisscaux,  la  cliarge  passant  à  d'autres  Tannée  suivante, 
puis  a  d'autres,  et  ainsi  de  suite,  cnidamlo  á  roda  \\i  tour  de 
role). 

Dans  les  localités  des  bords  des  Serras  da  fogueira,  de 
Bornes  et  ii  Montesinho,  les  conselhos  (assemblées)  sont  deter- 
mines par  les  regedores,  sollicités  au  préalable  par  les  homens  do 
accordo  (les  notables);  les  sessions  sont  annoncées  à  son  de 
cloche  \\  Téglise,  a  ia  prison,  ou  a  son  de  crécelle.  Les  voisins 
des  hameaux  étant  reunis,  iJs  prennent  connaissance  de  Tépoquí! 
des  contributions,  de  la  vaccine  projetée  et  nécessaire  des  bes- 
tiaux,  des  réparations  à  faire  aux  chemins  et  aux  fontaines;  on 
íVappait  d' une  amende  les  propriétaires  des  aniniaux  qui  cau- 
saient  des  dégàts  dans  les  coutados  (terrains  défendus)  et  Ton 
notait  les  absents  sans  motif  valable  jíour  leur  iuq^oser  une 
amende  au  bénéfice  de  ceux  qui  étaient  présents  et  travail- 
laient.  L'hal)itant  chargé  des  avis  jouissait  de  privilèges  com- 
pensateurs:  il  n'apportait  pas  son  aide  aux  réparations,  il  ne 
pouvait  ètre  chai-gé  des  arrestations,  il  ne  íburnissait  pas  le 
logement  aux  troupes  .  .  . 

Les  conselhos  de  la  Terra  de  Miranda,  qui  se  tenaient  aussi 
après  la  messe  conventuelle,  tlécidaient  non  seulement  des  ré- 
parations et  des  coutarias,  des  prés  et  des  bois,  mais  également 
de  la  culluic  des  biens  des  saints.  Certains,  eíTectivement,  pos- 
sèdcnt  des  prairies  et  d'autres  terres:  Notre  Daine  du  Naso  est 
propriétaire  a  Povoa;  le  Saint-Sacrcment  est  propriétaire  \\  Villa 
Chã  -,  les  Ames  du  purgatoire,  ici  et  a  Palaçoulo.  Les  frais  de 
culture   de  ces  terres  sont  cominunales;  et  si  le  saint  ne  pos- 
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sede  rien,  oii  choisit  alors,  dans  le  terraiu  en  friche,  quelques 
belgas  (glèbes)  pour  la  moisson,  conime  \\  Cercio,  destinées  à 
Notre  Seigneur  J.-C.  Tout  le  monde  travaille  avec  ardcur, 
pour  le  culle  et  pour  la  íète. 

I.es  mènies  molifs,  la  réparlitiou  des  eaux,  les  seniailles,  les 
réparalions  à  1'é^li.se,  la  susbtilulion  du.taureau  local  forcent 
aux  ajunlos  du  IMinho,  assemblées  pareilles  annoncées  préala- 
blement,  a  Soajo,  à  Parada  do  Monte  et  a  Cidadellie  au  son  de 
la  carrapita  (buccin,  le  Tiiton  noíhferm,  Lanik.).  Cest  encore 
avec  cetle  troni])e  que  l'on  nolifie  les  réunions  aux  gens  de 
Germil  et  de  TErmida,  de  la  Serra  da  Aniarella;  le  regedor  et 
ses  auxiliaires  y  assistent,  et  pour  harmoniser  les  interesses 
dans  la  liquidation  des  litiges,  se  trouvent  les  six  notables  les 
])lus  rcspectés,  (jui  sont  les  homens  do  accordo.  Ceux  qui  man- 
(juent  pavent  une  auiende,  opporluuénient  appiicable  en  messes 
à  St.  Kocli,  pour  que  ce  dernier  protcj^e  le  vivo,  c'est-à-dire  le 
bétail,  ou  a  d'autres  dépenses  colleclives  nécessaires.  Mème  un 
juge  noinmé  tout  exprès  rccueille  l'argent,  auqucl  s'ajoute  le 
produit  du  charbon  íabriqué  par  la  conunune.  Et  indépendam- 
ment  des  assemblées  régulières,  d'autres  extraordinaires  réu- 
nissent,  par  aventure,  les  voisins:  les  incendies,  relativement 
Iréquents  dans  la  montagne,  provoquent  toujours  une  réunion 
ii  une  lieure  avancée  de  la  nuit;  tout  le  monde  marche  pour 
les  dominer,  pour  la  préservation  des  roucos  (bruyères),  des 
ruchers  et  des  bestiaux. 

A  Lindoso  les  réunions  sont  encores  nombreuses,  les  débals 
opiniàtres,  les  sessions  lentes  et  parfois  prorogées.  Au  son  de 
la  corna,  qui  cst  le  buccin  appcié  aussi  dans  d'autres  endroits  le 
carrapilo,  les  habitanls  sont  prévenus.  De  cliaque  ménage  as- 
siste une  personne  sous  peine,  en  cas  d'absence  non  legitime, 
de  la  traditionnelle  ameude;  mais  si  le  sujet  à  discuter  est  ca- 
pilale  la  íamille  tout  entière  se  presente,  Les  semaillcs  des 
seiglcs  et  des  mais,  la  garde  des  raisins  par  éclielle  et  la  ven- 
tlange  générale  sont,  comme  les  autres  aíTaires  déj;i  connues,  des 
motifs  de  considérations  et  de  décisions  comnuinautaires.  Ce- 
pcndant  Tun  des  jilus  imporlants  est  le  congros  ou  Ton  fixe 
les  deux  jours  de  la  lauchaison,  Le  délai  est  court  car  les  lots 
ou  cabeceiros  étant  petits  et,  ;t  l'intérieur  du  terrain,  unis  les 
uns  aux  autres,  si  on  isolait  les  moissons,  les  récoltes  des  pães 
(céréales)  limitrophes  scraient  foulées  et  gatées. 

Les  opinions  sont  divisées:  les  uns  jugent  que  la  récolte  n'est 
pas  mure  à  jioint;  les  autres,  par  ])récaulion,  ont  cueilli  dans 
le  champ  plusieurs  épis,  sur  la  màturation  des  quels  ils  fon- 
dent  Icur  assertit)n.  Le  débat  se  poursuit,  les  groupes  se  sépa- 
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rent,  mais  la  inajorité  l'eiup()rte,  los  récalcilrants  íhiissant  par 
tomber  d'accord.  Le  laps  de  lemps  fixé,  on  fiuiche,  jusqu*à  niidi 
de  la  lère  journée,  le  seigle;  le  soir,  on  laboure  et  on  mel  a 
terre  le  mais;  le  lendemain  le  labour  continue;  et  enfin  on 
transporte  les  seig-les  dans  les  j^ranj^es.  J\hii-  que  toul  le  monde 
se  rende  au  travail,  et  ;i  la  mème  heure,  la  corne  sonne;  si 
quelqu'un  comnience  plus  tòt,  il  doit  payer  une  ainende  et  une 
forte  amende;  pour  terminer  le  travail  autre  son  de  corne;  et 
si  quelqu'un  se  retarde,  nouvelle  amende. 

Depuis  des  temps  lointains  et  imprécis  ce  sont  des  règle- 
ments  qui,  dans  les  diverses  localités  du  Gerez,  statuent  sur  les 
pâturages  et,  accessoircment,  établissent  encore  les  lois  sur  les 
autres  aspects  du  communisme  silvicole  et  agraire.  Quelques 
uns  de  ces  diplomes,  fort  iniéressants,  ayant  des  siccles  d'anti- 
cipation  sur  des  insliiutions  toutes  nouvelles  qui,  en  partie  et 
sans  le  savoir,  tentent  de  se  ra|)procher  d'eux,  ont  été  publiés 
intégralement  depuis  peu  dans  le  scconde  tome  de  la  Portugália 
(Porto,  1907),  et  se  rapportent  a  Villarinbo  da  Furna,  Covide, 
Rio  Caldo  et  Villar  da  Veiga.  Mais  comme  Toccasion  n'est  pas 
propre  à  des  commenlaires  délailiés,  il  suííit  de  notei'  (pie  les 
concelhos  municipaux  ont  transforme  une  partie  de  ces  conven- 
tions  en  ordonnances  nmnicipales,  de  mème  que  les  homens  do 
accordo,  ou  les  seis  da  falei  sont  devenus,  en  {^énéral,  le  regedor 
et  d'autres  personnes  parmis  les  plus  pondérées  et  les  plus 
expérimentées.  L'adaptation  aux  circonstances  actuelles,  avec 
les  sopbismes  obligés,  est  rappelée  par  notre  pa<,'^anisme  popu- 
laire  avec  les  apparences  chrétiennes. 

Les  réunions  se  font,  a  S.  João  do  Campo,  j)ar  exemple, 
avec  une  parfaite  régularité;  une  personne  de  cliaque  maison  y 
assiste;  les  femmes  qui,  n'ayant  pas  de  mari,  possèílent  fazenda, 
c'est-a-dire  du  bétail,  y  parlicipent;  on  met  à  Tamende  les 
absents,  la  peine  étant  ag^gravée  en  cas  de  recidive;  on  discute 
les  répai"ations,  les  moissons,  le  battage  sur  a  eira  commum 
(Paire  banale)  et  principalment  le  pàturage  à  Tintérieur  du  pé- 
riniètre  alpestre;  et  en  dernière  inslance  les  homens  do  accordo 
décident.  Dans  les  assemblces  on  irnpose  les  amendes  \\  ceux 
qui  ne  montent  pas  dans  la  monlagne  à  Icur  loui",  à  ceux  qui 
conduisent  le  troupeau  généi-al  dans  des  endroiís  non  designes, 
à  ceux  qui  indúment  auraient  défriché  des  bois.  S'il  survenait  des 
divergences  ou  consultait  les  escripturas  (i'èg-Iements)  anciennes 
—  et  réellement,  en  general,  elles  j)révovaienl  tout;  et  si  un  abus 
était  d'imporlance  \ç.  juiz  (juge)  ou  président  interrogeait  sur  la 
pratique  du  délit,  laccusé  s'avançait  en  se  ílécouvrant  et  en  ex- 
pliquant    les  faits,    les  homens  do  accordo  délibéraient   et   indi- 
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qiiaicnt  au  jugc  s'il  devait  ou  condamner,  ou  absoudre.  Si  le 
produit  dcs  anieiides,  des  aumòues  et  des  olFrandes  se  trouvait 
insuffisant  pour  les  solemnités  et  les  réparations,  on  convoquait 
une  a.ssenil)lée  pour  que  tout  le  monde  allnt  íaire  du  charbon, 
afin  d'obtenir,  par  la  vente  à  la  Ribeira,  l'aryent  qui  manquait. 

La  résistanee  d'une  tclle  solidarité,  le  Gouvernement  Portu- 
gais  I'a  rencontréc  quand  le  Gerez,  il  y  a  vints  ans,  est  entre 
dans  le  rég^ime  forestier.  Cest  à  Villar  da  Veiga  que  comniença 
la  réaclion,  s'étendant  à  S.  João  do  Campo,  Covide  et  Rio 
Caldo;  tons  marcbent  et  on  démolit  les  ponts  et  travaux  pu- 
blics,  afm  de  démonticr  de  cetle  manière  la  ti'aditionnelle  pos- 
session  inaliènable  et  imprescriptible  de  ce  que  Ton  voulait  leur 
usurper.  De  nuit  divers  émissaires  parcourraient  les  paroisses, 
surveillant  les  étables  pour  voir  si  on  les  avait  détruites  ou 
altérées.  í.e  peuple  de  Furna  ayant  mème  decide,  dans  une 
convocation,  que,  en  guise  de  protesfation,  |)ersonne  nc  travail- 
lerait  dans  les  forèts  de  TEtat,  un  des  babitants  rompit  le 
pacte  et  tous  rouèrent  de  coups  le  malbeureux!  Tous:  pour 
que  l'on  ne  piit  mettre  sur  personne  une  responsabilité  indivi- 
duelle  (TuoK  de  Souza,  in  Portvgalia). 

(7est  TEtat  qui  ceda.  En  garantissant  la  liberte  des  pnturages 
et  des  bois,  1'antiquilé  juridique  d'un  droit  original  se  trou- 
vait implicitemént  reconnue. 

II  serait  três  facile  de  rapprocber  beaucoup  de  cas  similaires, 
en  les  cbeicbant  dans  les  A-sturies,  le  Léon,  la  Catalogue  et 
l'Andalousie  (Altamuu,  (]osta,  Lezo>,  etc.).  En  diverses  localités 
de  1'  Italie  également,  oíi  subsistent  les  assemblées  et  le  mème 
regime,  les  biens  des  communes  sont  gérés  par  des  conseils  iden- 
tiques,  Consi^lio  di  vicint,  et  Tliarmonie  des  intérèts  des  fa- 
milles  avec  ceux  de  la  communauté  est  parfaite.  (Laveleye). 
Dans  les  Pyrénées,  pour  ne  ra])pcllcr  qu'un  cas  en  France, 
c'est  dans  les  assemblées  populaires  que  se  discutent  et  se  ré- 
solvent  loutes  les  affaires  Jocales  et  mème,  avec  équité,  que  se 
répartissent  les  impòts.  (Taine). 

Le  dévelopjiement  de  cet  aperçu,  inexécutable  dans  les  limites 
imposées  à  cet  écrit,  será  rcalisé  opportuncinent  avec  de  nom- 
breux  détails  conq^aratifs  et  incdits.  iMais  pour  une  meilleure 
connaissance  élémentaire  des  restes  d'un  regime  social  arcbai- 
que,  il  convient  de  fairc  encore  allusion  à  certains  aspects  sup- 
plémcntaires  et  derives.  L'un  deux,  certainement,  est  celui  cjui 
concerne  les  vezeiras,  c'est-;i-dire  les  réunions  du  bclail  local 
(pie  Pon  mène  paitre  sous  la  garde  d'un  montagnard.  A  (^ampo 
do  Gerez,  comme  dans  toutes  les  autres  localités  de  la  mnn- 
tagnc,  les  betes  à  cornes  paissent  sur  la  montagne  de  mai  à  la 
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St.  Michel;  c'est  ce  que  déteniiincnt  les  escripturas  consuélu- 
dinaires.  Cepcndant  il  y  a  Vdjunio;  et  pour  comiiiencer,  le 
pasteur  va  cl)a(|ue  jour  sur  la  hauteiir.  Dans  les  premiers  temps 
les  vaches  vout  li  Leonte;  à  la  St.  Jean  elles  cliangent  pour  le 
Telheii'ão-,  à  la  faucliaison  elles  descendent  au  village,  puis  re- 
tournent  au  Prado.  Les  vaches  de  Villarinho  da  Furna,  j)()ur  ne 
plus  donner  qu'un  exemple,  vont  en  troupeau  ;i  Abcgoaria, 
prés  de  Portela  do  Homem-,  a  la  St.  Jean  elles  sont  détachées 
pour  le  Yidoal,  a  Amarella,  et  aussi  pour  Chão  da  Fonte;  puis 
elles  descendent  à  Kamisquedo  et,  vers  le  móis  de  septembre, 
retournent  encore  à  Abegoaria.  La  fin  du  pàlurage  et  le  fresco 
(íraicheur)  du  teuips  expliíjuaient  les  nuitations.  (Yoir  aussi 
Alisekto  Sampaio,  in  Portugália,  t.  \). 

A  Covide  —  pour  montrer  combien  réchelle  de  garde  est 
équitable  —  celui  qui  a  deux  vaches  prend  son  tour  une  fois 
par  1'onde  et  se  lepose  l'autre-,  cclui  qui  en  a  quatre,  prend 
son  tour  dans  chaque  ronde;  celui  qui  en  a  six  est  de  garde 
deux  jours  dans  une  ronde  et  un  jour  dans  la  suivante;  celui 
qui  a  huit  vaches,  est  de  garde  deux  jours  à  chaque  ronde,  etc. 
Le  pntre,  avant  de  recevoir  les  vaches,  les  compte  toutes;  si 
l'une  d'ellcs  manque,  c'est  son  pi'cdécesscur  qui  la  ché-rche. 
Ce  dernier  donne  à  souper  a  son  reuq)laçant,  connne  1'ordonne 
la  escriptura. 

Les  gens  de  Lindoso,  qui  paríbis  laissent  les  vaches  paitre 
sans  berger,  quand  ils  décident  de  former  la  vezeira  commen- 
cent  le  toui'  de  garde  par  1'habitant  tV uma  ponta  (de  Tun  des 
bouts)  du  village.  Sur  les  hauteurs  il  v  a  des  curros  fixes,  paúlos 
ou  terròes,  c'est-;i-dire  des  terrains  cios  oà  l'on  enlerme  le  bé- 
tail,  et  une  hutte  ou  le  pasteur  dort  et  íait  sa  cuisine.  La  hutte 
est  ronde  et  pointue,  le  lit  est  de  fougère  et  de  bruyère,  et  les 
étables,  dont  il  y  a  plusieurs,  ainsi  que  les  cercados  (enclos),  ap- 
partiennent  aux  gens  ave?:eiraclos  (associes). 

Pour  les  troujH-aux  du  platcau  barrosão  chaque  proprictaire 
passe  autant  de  jours  sur  la  montagne  qu'il  jiossède  de  paires 
de  vaches.  La  dernière  nuit  i!  passe  la  garde  à  son  successeur 
mais  reste  avec  lui,  ne  se  retirant  que  le  matin.  Ils  procèdent 
tous  deux  au  complage  des  tètes:  si  quelqu'une  manípie  du- 
rant  la  nuit  qu'ils  passent  reunis,  ils  la  paycnt  tous  deux;  si 
c'est  le  jour,  (juand  le  pàtre  est  seul,  c'est  lui  qui  la  paye;  si 
c'est  le  loup  qui  la  niange  sans  que  le  pâtre  Tait  vu,  il  paye 
également;  s'il  l'a  vu,  il  ne  paye  rien  .  .  . .  .  et  autres  règlcs 
qu'il  serait  oiseux  de  préciser  maintenant.  Également  à  Tourém, 
autre  localité  barrosã  mais  frontiòre,  le  trojq)cau  est  gardé  par 
tous,  chacun  devant  autant  de  jours  de  garde  qu'il  possède  de 
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paires  de  betes.  La  garde  coinnience  par  un  habitam  de  l'extré- 
inité  de  la  paroisse,  et  ce  dernier,  au  letour,  passe  le  tour  a 
sou  voisin. 

Ce  regime  pastoral  s'applique  aux  veaux,  aux  chèvres,  aux 
chibanos  ou  reichrlus  (boucs),  aux  brebis  et  aux  marranchos 
(])orcs).  Selon  les  zones,  cependant,  le  pourcentage  de  téles 
qui  détcruiine  les  jours  d'occupati()n  de  chacun  varie.  Ainsi,  à 
Campo  do  Gérez.  pour  chaque  dix  brebis,  dix  chèvres  ou  dix 
boucs,  c'est  un  jour  de  garde;  et  déjà  à  Covide,  un  peu  plus 
bas,  la  mème  période  se  determine  pour  qui  a  20  tètes  de 
chèvres.  A  (Portinhas  de  Brufe  et  ;i  Cuièllo,  h  Amarella,  le  trou- 
peau  de  chèvres  est  de  (piai'ante  et  de  vingt  par  journée  de 
garde;  et  :i  Soajo  chaque  monlagnard  ne  prend  son  tour  qu'une 
fois,  qu'il  ait  peu  ou  beaucoup  de  bétail. 

Dans  la  Serra  do  Extrenio  le  regime  est  mixle:  il  existe  la 
vczia  (réunion  du  bétail  local)  pour  le  vivo  du  mont,  chèvres 
et  moutons,  les  betes  se  rcunissant  au  son  matinal  du  buccin; 
cluujuc  pi'opriétaii"e  est  de  gardc  pcndant  un  nombre  de  jours 
porportionnel  à  la  (piantité  de  tètes  qu'il  possède.  Mais  il  arrive 
aussi  que  certains  laboureurs  font  paitre  leur  bétail  sous  la 
garde  de  leurs  valets. 

A  Cabieira  montcnt  les  troupeaiix  de  chèvres  de  St.  Vicente 
de  Champôs  et  de  Zebral,  ;i  raison  de  vingt  et  dix  par  journée 
resj)ectivement.  Celui  de  Zebral  est  si  vaste  que  paríois  il  couvre 
le  soleil;  et  par  suite  le  tour  se  prend  non  par  homnie  mais  par 
niaison,  de  sorte  que  trois  et  quatre  personncs  de  la  famille 
suivent  les  béles.  Sur  les  mèmcs  monts,  mais  non  si  haut,  se 
dirigenl  égalcment  les  tioupeaux  de  brebis  de  lUiivães. 

Cettc  garde  des  troupeaux  diverge  clairemenl  de  ce  qui  se 
pratique  pour  les  vaches.  Les  chèvres  ou  brebis  montent  le 
matin,  après  l'appel  h  son  de  trompe  ou  par  la  voix  du  pâtre 
qui  passe  pour  inviter  \\  dcilar  a  fazenda  (lachcr  le  bétail).  Avec 
son  bissac,  sacola,  taleiga  ou  surrão  oCi  il  eniporte  sa  nourriture 
pour  la  journée  et  le  baton  ou  la  houlette,  le  pàtie  marche  der- 
rière  le  bétail,  reuni  d'abord  à  I'une  des  extrémités  du  villagc. 
Toutes  les  betes  se  distinguent  par  des  marcpies  sur  les  oreilles, 
les  cornes  ou  les  cuisses.  Elles  jiaissent  pendant  le  jour,  les 
chèvres  plus  haut  que  les  betes  \\  laine.  Et  ;i  la  brune  ellcs  i'e- 
tournent  aux  pares  sans  qu'il  soit  besoin  que  les  conducleurs 
du  troupeau  leur  désigncnt  les  bergeries.  Les  chèvres  rcgardent 
vaguenícnt  avec  curiosité  et  avec  douceur;  mais  leurs  physiono- 
niies,  tristes  et  ivsignées,  sont  intelligentes  (Taine). 

Une  ajíparente  divci-gence  égalise  pourtant  plus  encore  le 
regime  montagnard  des  pâturages.   A  Alhões,  dans  la  Serra  de 
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Monlemuro,  les  betes  sont  toujours  em  vigia  (sous  garde),  sauf 
s'il  y  a  de  la  neige  ou  du  mauvais  temps.  Celui  qui  a  vingt 
betes  va  une  journée  tous  les  dix  jours;  et  celui  qui  en  possède 
vingt-quatre  va  une  journée  tous  les  cinq  jours;  s'il  est  indi- 
g;ent,  ii'en  coniptaut  ii  peine  que  six,  son  tour  arrive  tous  les 
dix-huit  jours;  et  1'espace  est  de  trente-six,  si  le  niisérable  n'en 
a  que  trois.  Toutes  les  betes  sont  divisées  en  groupes  ou  vigiei- 
ros ;  l'on  en  compte  neuf  dans  la  localité.  L'inventaire  se  fait 
deux  fois  par  an:  à  la  tonte  et  a  la  St..Michel-,  et  pour  la  sur- 
veillance  et  la  division  équitable,  il  y  a  nième  des  procès-ver- 
l)aux. 

Déja  le  bétail  de  la  Gralheira  n'a  pas  de  surveillance.  Chacun 
s'occupe  de  son  bétail  sur  une  partie  du  terrain  en  friches. 
!Mais  une  autre  portion  importante  est  louée  par  le  peuple,  pen- 
dant  deux  niois,  aux  pasteurs  vénus  du  còté  de  TEstrella  et 
environs,  de  Nellas  et  de  Casal  Sancho,  de  Santa  Comba  et  de 
Canas  de  Senhorim.  Cest  ia  transhumance,  derniers  et  éternels 
vestiges  de  l'Age  reculé  de  la  Terre  vague  —  puisque  «au  début 
la  terre  n'était  a  personne»  (Oliveira  Martins).  Cependant  les 
pasteurs  paient  a  la  paroisse  une  sonuue  stipulée  d'avance,  bien 
que  le  plus  grand  avantage  pour  le  montagnard  soit  encore  la 
fumui"e  que  les  ovidés  transhumants  laissent  sur  le  local. 

Dans  TExtremo  également  tous  ceux  qui  possèdent  des  ju- 
ments  se  forment  en  une  association  qui  entretient  Tétalon; 
celui-ci  est  logé  et  nourri,  chez  chaque  sociétaire,  un  nombre 
de  jours  proportionel  aux  bicns  de  Thòte  en  betes  chevalines. 

Enfin,  un  regime  similaire  appliqué  aux  pores  tend  à  prendre 
fin  dans  le  Traz-os-AIontes.  A  peine  dans  quelques  localités 
subsiste  Tusage  denvover  quotidiennement  dans  certains  champs 
les  troupeaux  de  pores  locaux,  mais  conduits  par  un  porqueiro 
(porcherj  mercenaire,  aussi  appelé,  comme  un  vestige  de  l'an- 
tique  usance,  le  vizeireiro. 

Pour  les  chèvres  et  les  pores  a  l'engrais  telles  sont  encore 
les  coutumes  en  vigueur  dans  certaines  régions  des  Appennins 
(Laveleye).  Et  dans  la  montagne  francaise,  le  niéme  regime  et 
les  mèmes  époques  marquent  Tétat  d'identiques  collectivités 
pastorales  (Baldruxart). 

Or,  les  vaciles  constituant  la  principale  richcsse  mobilière 
des  hauteurs,  —  en  bouvillons,  en  lait,  en  travail  et  en  partie 
des  engrais  —  le  montagnard  ne  nianquerait  pas  de  prendre 
defficaces  mesures,  et  dans  le  méme  esprit  communiste,  sur  un 
certain  élément  essentiel  pour  la  production  des  betes  d'élé- 
vage.  11  y  a  donc  le  taureau  ou  les  deux  taureaux  du  peuple. 
Dans  une  réunion,  la  vente  de  celui  qui  existait  étant  résolue, 
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oii  decide  l'acquisiti()ii  du  remplacant,  que  l'on  obtient  par  une 
iinposition  qui  retombe  sur  tout  Ic  monde,  mais  dans  la  pro- 
portion  des  vaches  que  possède  cbaque  habitanl  de  la  mon- 
taíii^ne.  Dans  les  villages  des  concelhos  de  Montaleg^re  et  de  Bo- 
ticas, pi-cs<jue  en  totalitc  barrosas,  il  existe,  írcqueniment  déja, 
une  étable,  une  prairic  —  lamas  do  touro  —  et  un  grenier  à  foin. 
Chacun  íouinit  le  foin,  ayant  en  vue,  pour  la  quantité  à  four- 
nir,  le  nombre  de  tètes  possédces.  Et  ou  bien  les  bommes  de  la 
commune,  \\  tour  de  role,  vont  cbaque  jour  ÍUire  picndre  Tair 
au  taureau,  ou  bicn  (jucl(ju'un  se  cbarge  de  le  mener  paitre 
dans  son  pré  particulier,  en  écbange  des  engrais  ou  d'autres 
privilèges.  Néanmoins,  il  existe  des  localités  oCi  il  n'y  a  point 
d'étable  ])our  le  taureau  du  peuple.  II  est  donc  bébergé  dans 
Tctable  de  cbaque  mcnage  aulant  de  jours  que  Ton  y  compte 
de  paiics  de  vaches. 

A  CÀ)vide  et  dans  la  Carvalbcira,  (jui  est  encore  dans  le 
cercle  du  Gérez,  on  suit  pour  les  taureaux  le  mème  regime 
harrosiio;  cl  ii  Campo,  de  mai  a  septembre,  il  va  à  la  niontagne, 
avcc  les  vadies,  passant  en  biver  dans  la  ferme  de  cbaque 
voisin  aulant  de  jours  (|ue  le  logeur  possède  de  betes  à  cornes, 
(^e  dernicr  lui  iournit  \\  cbjeúner,  Tenvoie  cnsuite  avec  quel- 
qu'uii  de  la  maison  passer  la  journée  dans  une  bouça  do  povo 
(fiicbe  du  peuple)  et  le  soir  lui  donne  le  souper.  Mais  ;>  Cutèllo 
cbaque  montagnard  Tentretient  une  année.  Se  Tanimal  meurt 
ou  s'il  faut  le  vendre,  comme  le  produit  ne  serait  pas  suffisant, 
on  impose  le  peuple  en  proportionnant  la  contribution  a  ses 
biens  en  betes  a  cornes. 

La  coutume  va  se  perdant  et  en  maintes  localités  on  ne  s'oc- 
cupe  déja  plus  du  taureau  reproductcur,  comme  à  Castro  La- 
boreiro et  à  Miranda  do  Douro.  Dans  cette  dcrnièrc  commune 
il  a  mème  existe  autrefois,  comme  en  d'autres  villages  trans- 
montains,  le  bcrrão  (le  verrat)  du  peuple.  Aujourd'bui,  ou  cest 
un  projuiétaire  qui  prète  le  taureau  ou  Ton  paye  en  nature  ou 
cii  argcnt  la  saillie.  Et  c'est  ainsi  avec  les  temps  que  tombera 
dans  Toubli  cet  admiiablc  conccit  des  pojmlations  poui'  Tacíjui- 
sition  de  cet  indispcnsable  cooj)éraleui'  de  Icur  fortune,  liratU 
de  la  terre  clle-mème  presque  épuisée  les  moyens  de  réaliser  le 
dit  acbat:  ii  Germil,  c'était  souvent  avec  le  charbon  du  peuple 
que  le  nouveau  taureau  entrait  dans  la  localité. 

(a'  cbarbon  de  la  commune,  au  <pu'l  parlois  il  a  ctè  fait  allu- 
sion,  pourvoit  à  bien  des  débourscs:  solcmnilcs  religicuses,  cire 
pour  l'èglise,  travaux  locaux.  tiibuts.  Quand  Tun  quelcon(]ue 
de  ces  besoins  publics  Texige,  on  convo([ue  une  assemblée  et 
Ton  distribue  les  terrains  \\  brúler,  \\  Amaiella,   irois  par  trois, 
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et  Ton  slipule  que  chacun  devra  présenler  au  juiz  (présidenj 
de  confiérie)  de  Téglise,  par  exemple,  uu  panier  de  coinbus- 
tible.  Le  peuplc  se  rend  alors  a  la  coutada  (bois)  et  eíFectue  la 
queimada  (incciídie)  ou  estórgada,  de  sorte  \\  obteiiir  une  denrée 
de  vente  ou  d'éclianiie  qui,  en  régie  £í;énéi"ale,  suffit  \\  couvrir 
le  besoin  urgent.  Du  reste,  et  dans  la  lerre  vague  non  prohibée, 
cliacun  peut  labriípier  du  charbon  pour  sf)n  propre  coniple,  le 
vendre  pour  sa  gouverne,  ou,  comnie  cela  se  passe  parmi  di- 
verses  populations  de  Castro  Laboreiro,  aller  Téchanger  en  Ga- 
lice,  et  niénie  en  Portugal,  par  d'autres  denrées.  Pour  soi-niènie 
le  niontagnard  n'a  pas  besoin  de  bois  transforme:  les  bois  sont 
distribués  en  nature  et  pi'oportionnellemcnt  après  une  réunion 
qui,  a  Tourém,  est  convoquée  ;i  son  de  cloclie  et  s'eíí"e(.tue  sous 
le  branchage  dun  châtaignier.  Puis  on  répartit  avec  équité  le 
genèt  sauvage,  la  bruvère  et  le  cliène. 

La  permanente  et  impérieuse  necessite  des  irrigations,  ou  pour 
les  récoltes  de  mai  à  fin  aout,  ou  pour  les  pàturages,  determine, 
outre  d'ingénieuses  machines  d'l)ydraulique  agricole  populaire, 
dont  on  parlera  opportunement,  le  mème  espiil.communiste 
pour  la  division  des  eaux  de  jouissance  commune.  Tous  les  ha- 
bitants  les  ulilisent  et  íont  leurs  dérivations  des  sources  et  fon- 
taines  situées  sur  la  hauleur,  déiivant  tumultuairement  pai"  les 
ravins  et  les  sillons,  Mais,  lorsquapprocbe  répo(jue  de  Tirriga- 
tion  forcée,  la  convocation  a  lieu  et  alors  dans  1'assembléc  on 
résout  les  désobstructions,  les  captations.  les  guias  (directions), 
les  déviations  nécessaires,  le  tem[)s  dMrrigation  étant  régié  par 
heures,  demi-journées  et  journées  proportionnellement  aux  be- 
soins  de  chacun.  Le  regime  des  poçudaí;  [^)  ou  poças,  dans  le 
Gerez,  est  encore  en  vigueur  selon  les  préceptes  des  ancétres, 
fidèlement  respectés  et  suivis.  Et  parallèlement  apparaisscnt, 
encore  comme  des  vestiges  manifestes,  les  poras  de  groupes 
d'liéritiers,  Tirrigation  de  toma  e  torna  (^),  ete. 

Avec  le  regime  liydiograpliique  se  trouve  naturellement  liée 
la  mouture.  Montesinho  possède,  par  exemple,  deux  moulins  du 
peuple.  iN'in.iporte  qui  mout  dans  l'un  d'eux,  lequel  en  hiver 
est.  manifestement,  sufíisant  pour  tout  le  monde.  En  été  une 
eombinaison,  jamais  méprisée,  régie  les  intérèts  individueis. 
Cependant,  dans  d'autres  localitês  les  moulins  apjíaitienncnt  à 
des  groupes  d'hériliers.   A  S.  João  do  Campo  ceíui   (jui  existe 


(')  Sources  que  Tou  empêclie  de  couler  au  moyen  d'un  petit  rnur. 
(-)  Eau  publique  avec  laquelle  arrose  celui  qui  anive  le  pieniier,  et 
dês  qu'il  se  retire,  un  autre  la  détourne  dans  son  chainp. 
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appartient  à  dix-huit;  néanmoins,  dans  la  transition,  le  regime 
conimunal  est  encore  partiellement  en  vigueur;  l'on  procede 
dans  le  groupe  a  V encaminhar  das  aguas  (acheminenient  des 
caux),  au  picar  das  mós  (rcpiqiicr  les  nieules)  et  à  d'aiitres  ré- 
pai'alions  comnie  on  cllectuerait  les  lal)ours  dans  la  coninm- 
nauté  primitive.  On  tire  au  sort  pour  le  tour.  Et  comme  dans 
ce  cas  encore  les  tenips  sont  égaux,  la  régularisation  du  service 
se  limite  à  Tordre  des  successeurs. 

Logiquement,  au  moulin  commun  est  lié  le  four  du  peuple,  si 
fréquent  encore  sur  le  plaleau  barrosão.  Comme  il  appartient  a 
tous,  ses  améliorations  et  ses  réparations  sont  proportionnés 
aux  biens  des  participants,  selon  Tunité  íondamentale  et  régula- 
trice  de  la  vache  —  comme  dans  les  comnmnautés  agraires  pri- 
mitives, germaniques,  italo-grecques  et  autres  (Lavf.leye). 

Dans  ce  lour,  celui  qui  cuit  en  premicr  lieu  c'est  le  plus 
aisé,  puisque,  comme  il  y  a  une  plus  grande  consommalion  de 
bois,  c'est  à  lui  que  doit  revenir  la  charge  la  plus  lourde. 

On  Tappelle,  pour  cette  raison,  le  quentadeiro  (*).  Celui-ci 
passe  le  tour  à  un  autre  et  ne  recon)mence  \\  uiiliser  le  four 
(praprès  que  tout  le  monde  a  eu  sou  tour  ou  corra  a  roda.  Les 
edifices  et  Icurs  anncxes  intéricurs,  qui  seront  décrits  ailleurs, 
réunissent  les  conditions  expérimentées  ])our  íaire  paifaitement 
face  aux  besoins,  et  sont  en  mème  temps  les  auberges  que  la 
bienfaisance  des  communes  oflre  généreusement  aux  voyageurs. 
Frc([ucmment,  les  marchands  et  les  mendiants  vont  s'y  logcr 
])endant  (|uelques  jours — et  pailois  mòme  les  invesligateurs 
etlmograplii([ues !  .  .  . — les  popidations  (burnissant,  avec  la  gé- 
nérosité  qui  s'est  tarie  dans  la  Ribeira,  toutes  les  ressources 
possibles  pour  faire  dans  les  locaux  des  séjours  prolongés ! 

Dans  ses  relations  économico-individuclles  le  montagnard 
adopte  d'ordinaire  un  regime  qui  dispense,  dans  la  plupart  des 
cas,  de  la  circuiation  du  numéraire,  d'ailleui\s  toujours  rare  sur 
les  hauteurs.  En  échange  de  réparations  non  rémunérées  en 
argent,  un  charpentier  barrosão,  par  exemple,  obticnt  la  voiture 
et  les  vaciles  d'autrui  pour  aller  chercher  son  bois -et  ses  foins. 
A  Canadello,  dans  le  Marão,  et  dans  un  cas  parallèle,  la  réci- 
procité  des  services  de  Tartisan  s'appelle  la  paga  da  relada: 
c*est  aussi  la  cession  de  la  voiture  pour  le  transport  du  genèt, 
de  la  Serra  da  IMeia  Via,  par  exemple.  De  mème  encore,  payer 
la  retada  dans  la  mème  zone,  ce  será  le  prèt  de  la  voiture  pour 


(')  Ccst  celui  qui,  lo  four  ótant  rcfroiíli,  dovra  on  constHiiiencc  biuler 
plus  de  bois  pour  chaurter. 
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conduire  le  fumier  dans  un  enclos  ou  le  labourage  d'une  glèbe 
en  échangc  de  Taide  prètéc  a  une  corvée.  La  mulualité  se 
montre  encore  dans  une  três  grande  variété  de  oas,  qu'il  n'esl 
pas  nécessaire  pour  le  inonicnt  d'enregislrer:  la  pennission, 
pour  une  leniine,  de  ramasscr  les  châtaignes  dans  la  zone  com- 
binée  d'une  chataigneraie  en  échange  de  quelques  écheveaux 
qu'elle  devra  íiler,  ou  pour  un  honinie,  qui  prend  iengage- 
ment,  en  retour,  de  ceder  un  boisseau  de  sei,  sont  des  apercus 
qui  donnent  une  idée  des  pactes. 

Pour  les  einprunts,  la  forme  la  plus  babiluelle  est,  nalurelle- 
ment,  le  conimodat.  S'il  y  a  disette  de  pain,  de  lait,  ou  de  viu, 
on  en  cherche  chez  ceiui  qui  possède  ces  denrées  en  abon- 
dance,  en  pavant  le  comniodataire,  ou  à  la  moisson,  ou  après 
Tachat,  selon  la  quantité  initiale  et  en  espèce  égale.  Mènie,  dans 
le  iMarão,  si  une  paire  de  boeufs  ne  s'adaple  pas  bien  au  joug, 
il  est  plus  facile  que  dans  la  Ribeira  d'obtenir  le  troe  avec  un 
autre  animal  de  la  localité  cpii  s'attelle  mieux;  ou  si  un  babi- 
tant  a  du  bétail  petit  et  phis  de  terres  labourables  cju'un  autre, 
ce  dernier  cede  son  bétail  plus  gros,  nioveiuiant  reuiise  de 
quelque  argent 

Ainsi,  manifestement,  devi^aient  coexlster  les  formes  primi- 
tives du  commerce.  Cest  ce  que  l'on  constate  a  Castro  Labo- 
reiro, par  exemple.  Le  castrejo  (babitant  de  Castro),  dans  la 
terre  inculte  commune,  labiiíjue  le  cbaibon,  qu'il  vend  ensuile 
a  S.  Gregório  ou  a  Melgaço.  Avec  Targent  obtenu,  ici  nième,  à 
Penso  ou  à  Vallinba,  il  acbòte  du  sei  qu'ensuite,  sur  la  terje 
portugaise  ou  en  Galice,  il  troque  contre  du  mais.  Ou  alors, 
toujours  à  Melgaço  ou  aux  Arcos,  il  acquiert,  avec  le  produit 
du  combustible,  de  la  vaisselle  blancbe  vernissée  qu'il  trans- 
porte aussitòt,  sur  sa  tète  ou  a  cava/h)  ias  (à  cbeval),  dans  les 
villages  de  Galice.  La  bas  on  fait  généralement  le  négoce  sui- 
vant:  on  remplit  le  vase  de  mais,  que  Ton  vide  ensuite,  le  ga- 
licien  garde  cbcz  lui  le  récipient  et  le  montagnard  emporte  le 
contenu. 

De  cet  aperçu,  qu'il  faut  terminer,  se  tire  la  facile  conclusion 
des  infdtrations  transformatrices  qui,  lentement  et  doucement, 
réduisirent  a  Textrème  nécessaire  tout  le  regime  collectif  passe. 
II  subsistera  seulement,  en  vertu  de  détenuinantes  mésologi- 
ques  immuables,  le  condominium  de  certains  prés  à  fourrage 
et  de  terres  en  fricbe  et  encore,  par  aventure,  le  covipascuo  to- 
lere—  comme  de  nos  jours  fléjà  dans  les  lerrains  prives,  mais 
ouverts  et  en  fricbes,  il  se  tolere  par  respect  pour  la  iradition 
et  la  vieille  coutume.  L'accroissement  de  la  population  a  été, 
partout,  le  principal  vébicule  |)ropulseur;   les  lamilles  augmen- 
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tant,  la  part  de  chacunc  est  iiisuffisaiite,  et  alors  le  prodult  de 
la  lerre  ne  fait  i-cjuilibie  (|u'avec  la  culture  inlensive  et  les 
aiuéliorations  pour  lesquelles  il  est  besoin  du  stiiniilant  de  la 
possessioii  pcniianente.  D'iin  autre  còlé  les  jirogrès  de  la  cul- 
ture  de  la  vigue  et  de  Tolivier  íavoriseiit  le  développement  de 
la  propriété  privée  (Laveleye);  et  le  réseau  des  voies  et  autres 
facilites  de  coininunications  et  de  transports  modifient,  jiisqu'oCi 
il  est  possible,  un  régiine  arcliai(jue  daiis  lequel  le  bien  de  tous 
ne  poussait  pas  ;i  des  altéralions  spontanées  d'oc('uj)ation, 

Eníin,  les  adoptions  et  les  adaptations  de  coutunies  de  la 
Ribeira,  comine  on  l'a  vu,  concourent  à  la  transition  et  l'accé- 
lèrenl.  «La  plaine  est  niaitresse  du  siècle  et  fait  la  guerre  a  la 
nioiitagne. »  (iMichei.et). 

On  a  nième  observe,  dans  le  cas  du  inoulin  du  Gerez,  entre 
autres,  conime  se  circonscrivent  déja  les  possessions;  c'est  en- 
core ce  qui  se  passe  à  Covide,  pour  les  aires  de  divers  quinhoei- 
ros  et  desquelles  quelques  voisins  seuls  usent  par  faveur;  a 
S.  João  do  Canq)o,  VAire  grande,  pour  le  scigle,  ajipai-tient  à 
seize  personnes,  les  canastros  (depois  d'épis),  pour  le  magazi- 
nage  du  grain,  sont  a  divers.  avec  ou  sans  recio  (espace  libre 
à  1'entour),  ou  seulenient  avec  entrée  et  sortie,  et  d'autres 
mème  sont  divisées  en  quartclas,  soit  partagées  en  deux  ou 
trois.  IMais  dans  le  Soajo,  dans  l'une  quclconque  des  aires.  celle 
de  Alto,  celle  de  Barrosa,  celle  de  Atcií-al  et  celle  de  Penedo, 
qui  est  la  plus  grande,  et  sur  le  giand  plateau  d'une  dalle, 
tous  peuvent  battre  au  fléau,  mais  scul  celui  qui  y  a  droit  pos- 
sède  les  espigueiros  (dèpots  d'cpisj.  Sous  peu,  il  arrivera  de 
mème  à  Grassão,  non  loin  de  Ponte  da  Barca,  dans  les  fiiches 
cnviroiinaiites  du  quel  divers  voisins  disposent  Icurs  canastros. 

Cest  la,  du  reste,  le  procede  astucicux  tle  la  conquèle,  espèce 
d'usucapion.  Dans  toute  terre  vague,  qui  le  peut  et  veut  de- 
marque un  terrain  plus  ou  nioius  giand,  qu'il  entoure  ensuite 
d'un  mur.  Si  on  ne  le  renverse  pas,  la  jiossession  vieut  avec  le 
temps,  les  enfanls  en  liéritent  et  oppoi'tuncmcnt  sur  la  matrice 
cadastialc  elle  se  trouve  eni-egistrée.  (>elle  ainbition  donne  à 
merveille  origine  à  d'invraisemblables  adaptations  de  mauvais 
terrains  à  la  culture.  L'habitant  du  Soajo,  donc,  dès  qu'il  peut 
avoir  Icngrais  et  Teau,  pousse  la  tentative  prcsque  sur  les 
j)enlcs  cscarpées,  cacheando  (creusanl)  la  lerre  rocailleuse,  le 
granil  presque,  qu'il  désagrége  et  pulvcrise! 

Un  autre  exenq^le  de  la  dénaluralion  du  regime  communal 
vient  de  plus  loin.  Daiis  Tépisode  beirão  (pi'ovince  da  Beira) 
dcjà  ra|)poilé,  dans  Iccpicl  les  pojiulalions  de  Monlemuro  et  de 
la  Grallieira  loueiil  les  lerraiiis  en  IViíhe  pour  l{>s  paturages  des 
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troupeaux  de  moutons  des  environs  de  TEstrella,  ces  terrains 
furent,  réellement,  repartis  dans  les  lemps  passes.  Ceux  d'AIhões 
se  paitagèrent  entre  les  douze  habitants  d'alors;  de  sorte 
qu'aujourd'hui  le  produit  de  la  vente  cst  encore  divise  entre 
douze  cabeceis  (représenlanls  des  12  originaiix)  et  ultérieure- 
ment  distribué  proportionnellenient  aux  nonibreux  niénages  qui 
depuis  lors  se  sont  dédoublés,  (2'est  ce  qui  se  passe  également 
dans  la  Gralheira;  il  en  est  de  mème  dans  le  Minho,  pour  n'in- 
diquer  qu'un  seul  cas,  des  eaux  de  Uuivães;  et  il  arrive  que 
souvent  certains  ont  de  Teau,  beaucoup  d'eau,  et  pas  un  seul 
champ  a  irriguer! 

Pour  finir,  parnii  les  initiatives  qui  émergent  dun  regime 
social  écroulé,  quelques  unes  dominent  par  la  fortune  et  la 
bardiesse,  i'appelant,  grossières  et  niintiscules,  les  audaces  de 
la  fiaude,  de  Tusurpation,  de  la  violence  et  de  Tabus  avec 
lescjuels  la  noblesse  féodale  annihilait  1  autonomie  des  coni- 
munes.  Cela  revèt  naturellement  divers  aspects.  Martins  da 
Peneda,  par  exemple,  dans  la  Serra  du  mème  nom,  brave  et 
riche,  fut  le  suzerain  de  cetle  zone  alpestre.  ^luletier,  charbon- 
nier,  possédant  quelque  terre  labourable  et  ui\e  foi'ce  électorale 
inspirant  le  respect,  il  domine  sur  les  populations  de  la  Ga- 
vieira,  permettaut  ou  interdisant  transports  et  travaux,  prolii- 
bant  les  transports  à  qui  bon  lui  semble,  par  le  seul  refus  de 
la  cession  des  fourrages  aux  bestiaux,  élevant  ou  abaissant  les 
prix  des  denrées,  se  faisant  servir  gratuitement,  s'il  veut,  et, 
indiscutablement,  toujours  respecté  et  obéi.  En  écbange,  le  chef 
de  la  tribu  affrancbit  d'étre  soldat,  obtient  irrégulièrement  des 
réductions  dimpòts  et  protege  devant  les  tribunaux  .  .  . 

De  cette  manière  va  finissant  un  regime  qui  garantissait  à 
tous  une  portion  du  sol  équitablement  partagé,  le  pain  et  la 
viande,  le  vètement  et  Tabri.  II  lui  succède,  dans  le  mirage 
d'une  fortune  aléatoire  et  dans  la  fiction  de  Tindépendance, 
linégalité  des  conditions,  la  domination  du  plus  fort,  et,  avec 
des  illusions  et  des  apparences,  la  réalité  dela  servitude.  «Pays 
pauvre,  pays  libreis  ('rAi>E). 

Porto,  le  30  mars  1908. 


VoL.  III  —  N.°  4 


LALGÈBRE  DE  PEDRO  NUNEZ 


PAR 


II.  BOSMANS  S.  J. 


L'Algèhre  de  Nunez  est  aujounrhui  fort  peu  connue,  pour 
ne  pas  dirc  tout  à  ííiit  ouhliée.  Elle  eut  cependant  son  heure 
de  célébrité  et  elle  l'eut  à  bon  droit.  Simon  Stévin,  Adrien 
Roniain,  Guillauiue  Gosselin,  par  exemple,  jvJges  coinpétents 
s'il  en  fút,  en  parlent  en  terines  élogieiíx. 

D'oú  vient  alors  l'iiiattenlion  des  historicns  des  mathémati- 
ques? 

li  esl  ii  cela  une  raison;  1'extrènie  rareie  de  l'ouvrage.  II 
n'en  est  pas  d'autre,  car  TAlgèbre  de  Nuãcz  est  a  tout  poiíU 
point  de  vue  reinaixjuable. 

Quant  à  cetle  rareté  clle-mènie,  u'aurait-elle  pas  pour  cause 
les  circonstatices  complexes  tlans  lesípielles  Pedro  Nunez  edita 
le  Liòro  de  Álgebra. 

Portugais  de  naissance,  1'auteur  écrit  une  première  rédaction 
dans  1'idiomc  nalional.  Trente  ans  plus  tard  il  la  développe  et 
la  ti'aduit  en  cspagnol,  langue  plus  j)arlt'e,  dil-il  lui-niènie,  cpie 
la  langue  maternelle.  II  met  eníin  le  volume  au  jour  bien  loin 
au  dela  des  frontières  de  la  patrie,  \\  Anvers,  aux  Pays-Bas ! 

Anvers  était  alors,  je  le  veux  bien,  le  foyer  des  arts  et  des 
Sciences.  On  devine  Tintenlion  de  iNunez.  S'il  prend  cetle  voie 
détoui'née  pour  éditer  son  Algèbre,  il  espere  hii  assuier  ainsi 
un  succès  plus  grand,  une  j)lus  large  notoriélé.  L'eíl'et  fut  mal- 
heureusement  tout  opposé.  Três  )'emarqué  par  les  princes  de 
la  science, — je  viens  de  nommer  Stévin,  Romain,  Gosselin, — 
le  Libro  de  Álgebra  scmble  èlre  reste  confine  dans  leur  cercle, 
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sans  jamais  se  répaiidre  dans  celui  d'un  public  nombreiíx.  A 
Anvers  on  ainiait  pcu  1'Espag-ne. 

Autre  contre-temps :  les  iininortelles  découvcrles  de  Vièlc. 
Elles  concentrent  bientòt  toute  1'attention,,  éclipsent  les  meil- 
Icures  algèbres  de  la  seconde  moitié  du  xvi^  siècle,  font  oubiicr 
les  cxcellents  nianucls  de  Rutéon  de  Peletier,  de  Gosselin,  de 
Petri.  L'Algèbre  de  Nunez  partag-ea  la  inauvaise  fortune  géné- 
rale. 

II  y  a  là  pour  rhistorien  une  iii justice  a  réparer. 

Feu  Wertbeim  de  Francfort,  le  premier,  a  mis  la  niain  a 
Toeuvre.  Dans  une  étude  três  documentée,  três  bien  faite,  il  a 
réhabilité  la  Logística  de  Butéon(*).  xVprès  lui,  j'ai  essayé  des 
travaux  analogues  sur  VJlgtbre  de  Jacques  Peletier  du  i\lans(*), 
le  De  Arte  Magna  de  Guillaume  Gosselin  (3),  la  Practicke  om 
le  leeren  Cijpheren  de  IVicolas  Petri  de  Deventer  (*). 

Au  tour  de  Pedro  Nunez ! 


(')  Die  Logistik  des  Johannes  Buteo  von  G.  Wertheim.  Bibliotlieca 
Mathematica.  3^  ser.  t.  2,  Leipzig,  1901.  pp.  213-219. 

La  «Logistique»  n'eut  qu'uue  seule  édition,  dont  voici  le  titre : 

Inan.  Bvteonis  Logistica  qiiae  et  Arithmetica  vulgo  dicitur  in  libros  qiiin- 

que  digesta Lvgdvni,  Apvd  Gvlielmvm  Rovillium,  Svb  Scvto  Veneto. 

M.D.Lis.  Cum  Privilegio  Regis. 

(2)  L'A'ghbre  de  Jacques  Peletier  du  Mans.  Revue  des  Questions 
Scientifiques.  T.  61,  Bruxelles,  1907,  pp.  117-173. 

UA/gebre  de  Peletier  parut  en  français  sous  le  titre  de : 

IJAlgebre  De  laqves  Peletier  dv  Maits,  departie  an  deus  (sic)  Liures.  A 
Três  illustre  Signeur  Charles  de  Cossé  Marechal  de  France.  A  Lion  Par 
lan  De  Tournes.  m.d.liiii.  Auec  Pnuilege  de  la  Court. 

L'édition  originale  est  iinpriínée  conformément  aux  régies  de  la  reforme 
de  Torthograpbe  proposée  par  Tauteur.  Je  n'en  ai  pas  tcnu  compte  dans 
mes  citations. 

h'Algebre  de  Peletier  a  été  rééditée  pluáieurs  fois  eu  français.  Elle  eut 
aussi  une  traduction  latine :  lacobi  Peletaríi  Cetiomani,  De  Occvlta  Parte 
Nvmerorvm  Quam  Algebram  vocant,  Libri  duo.  Parisiis,  Apud  Gulielmum 
Cauellat. . .  1Õ60. 

(^)  Le  «De  Arte  Magna»  de  Guillaume  Gosselin.  Bibliotlieca  Mathe- 
matica.  3^  ser.  t.  7.  Leipzig,  19(iG-1907,  pp.  -li-GG. 

Gvlielmi  Gosselini  Cadomeusis  Bellocassii  De  Arte  Magna,  seu  de  occulta 
parte  numeroruv2,  quae  et  Álgebra  et  Almucabala  vulgo  dicitur,  Libri  Qva- 
tvor.  .  .  Parisiis.  Apud  J^^gidium  Beys,  via  lacobaea,  ad  Insigne  Lilii  albi. 

M.D.LXXVII. 

Le  De  occulta  parte  nnmerorum  de  Gosselin  n'eut  qu'une  édition. 

{')  La  Practijcke  om  te  leeren  Cijphercii,  de  Nicolas  Petri  de  Deventer. 
Annalea  de  la  Société  Scientlfique  de  Bruxelles,  t.  39,  Bruxelles, 
1908,  pp.  272-303. 

L'ouvrage  de  Petri  parut  en  flamand  sous  le  titre  de : 

Practicque  Om  te  Leeren  Rekenen  cijpheren  ende  Boeckhomcen  /  mel  die 
Hegel  Coss  /  e/í  Geometrie  seer  profijidijcken  voar  allen  Coopluyden.  Deur 
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•  Dans  un  premier  arllcle('j,  je  me  suis  contente  de  signaler 
qiiclques  passages  ofi  Nunez  fait  preuve  d'un  talent  três  per- 
sonnel  et  se  distingue  nettenicnt  de  ses  conleniporains.  Mais  le 
Libro  de  Álgebra  niérite  niieux.  Je  voiuliais  en  donner  une  ana- 
Ivse  complete,  analyse  íaite  un  peu  à  la  manière  des  coniptes- 
rendus  d'ouvrages  modernes,  analogue  en  un  mot  à  celles  des 
Algèbres  de  líutéon,  Peletier  etc.  nommées  ci-dessus. 

Pour  des  parties  entières  du  Libro  de  Álgebra,  une  simple 
tiansciiption  des  titres  des  chapitres  en  donneia  une  idée  suf- 
fisante.  Ce  sont  celles  ou  I  auteui*  na  rien  de  neuf  et  repete  ce 
(pie  l'on  trouve  alors  dans  tous  les  traités  similaires.  Pour  d"au- 
tres,  j'y  ajoute  en  outre  les  énoncés  des  problèmes.  lis  parais- 
sent  au  pi'emier  abord  naifs  et  simples.  Ne  les  jugeons  pas  avec 
nos  idées  du  xx°  siècle.  En  remettant  Nuííez  dans  son  cadre, 
ils  deviennent  bien  inslructifs.  L'liislorien  des  matliéniatiques 
s'y  arrètera  avec  plaisir,  car  ils  lui  perniettront  (rapprécier,  par 
lui-nième,  a  quel  point  Nuãez  était  au  nivcau  de  la  science. 

Avant  d'cntrer  en  matière,  voici  d'abord  le  titre  coniplet  de 
Touvrage: 

UBKO  //  DE  ALGEBI\A  //  EN  AIIITIIMETICA  //  Y 
GEOMETItlA.  //Compuesto  por  el  Doctor  l^edro  Nu-//nez, 
Cosmograplio  IMayor  dei  Rey  de  Portugal,  y  Catliedratico 
Iubi-//lado  en  la  Calhedra  de  Matbe- //maticas  en  la  Vniuer- 
&idad//de  (>oynd)ia. // (iMar(jue  d'imprimeur  de  Steelsius: 
Un  autel,  sur  lequel  un  sceptre  s'éléve  entre  deux  colom- 
bcs.  En  exergue  la  devise:)  Concórdia  res  parvae  crescvnt. 
//  EN  ANVEHS.  //  En  casa  de  la  Biuda  y  beredcros  //  de 
luan  Stelsio.  //  1567.  //  CON  PRIVILEGIO  REAL.  //  («). 


Nicolaiim  Petri  Dauentriensem.  —  A  la  deinière  page  ;  Ghedruckt  tot 
Ainstelredaiii  by  Cornelis  Claesz.  wonende.  opt  water  iiit  Schiijfboeck. 
Anno  1583. 

L'ouvrage  a  eu  de  noinbreuses  róéditions,  mais  n"a  jamais  été  traduit. 

(')  Sur  le  «.Libro  de  Alç/ebra»  de  Pedro  Nv7tez.  Bibliotlieca  Mathe- 
matica.  'ò''>avv.,  t.  8,  Leipzig.  1907-1908,  pp.  15-1-169. 

Dans  cc  travail  je  développe  plusieurs  sujets,  dont  je  me  contente  de 
donner  lei  les  conclusions.  Le  Iccteur  y  trouveranotamment  des  renseigue- 
ments  complémentaires  sur  la  bibliographie  du  Libro  de  Álgebra. 

(■'■)  In  8"  de  32  pp.  non  numérotées,  au  r"  seul  de  1  à  341  et  3  pp.  blan- 
ches. 

L'exemplaire  dont  je  me  sers  appartient  à  FUniversité  de  Louvain 
(Cote,  «Sciences,  293»).  Je  remercie  vivemcnt  M.M.  los  Hibliothécaires  de 
rUniversité,  et  tout  partieulièroment  AL  Wils,  pour  Tobligeance  avec  la- 
quelle  ils  ont  bien  voulu  le  remettrt'  à  ma  disposition  à  Bruxellcs,  eu  vue 
de  ce  nouvcau  trnvnil. 


99! 


Des  exemplaires  ont  comme  atlresse  dimprimeiír:  «En  An- 
vers.  En  casa  de  los  hcrederos  de  Amoldo  Birckman.  lôG".» 
II  ne  faudrait  pas  eroire  pour  cela  à  rexislence  d  une  deuxiènie 
édition.  Seul  le  litre  diíTère.  Au  surplus,  en  nieltant  ainsi  leurs 
adresses  respeclives  en  tète  d'une  ménie  édition,  les  éditcurs 
ne  font  que  se  conformei"  à  un  usage  alors  courant  au  Pav-s- 
Bas. 

On  voudi-a  bien  reniarquer  enfin  Torlliograplic  du  nom  de 
lauteur.  Dans  l'ouvrage  actuei  il  signe  Pedro  iVunez.  .Pai  cru 
devoir  la  conserver. 

I 

Le  Libro  de  Álgebra  senible  divise  en  trois  parties.  En  réa- 
lité  il  en  a  cinq,  car  la  deuxième  est  subdivisée  en  trois  autres 
indépendantes  entre  elles.  Cependant  pour  la  clarté  je  ni'en 
tiendrai  au  nuniérotage  de  Tauteur. 

Dès  la  preniière  partie  Nunez  donne  la  résolution  des  équa- 
tions  des  deux  preniiers  degrés  à  une  inconnue.  Cetle  partie 
ne  parait  pas  ici  ;i  sa  place.  L'explicalion  du  calcui  algébrique 
se  ti'ouve  dans  la  seconde  partie  seulenient;  puis  la  troisième 
partie  a  de  nouveau  le  niènie  objet  que  la  pieniière:  la  théorie 
des  équalions.  II  y  a  là,  a  Ia  fois  une  répétition  et  une  scission, 
dont  on  n'aperçoit  pas  bien  la  raison  d'èti'e. 

La  preinière  partie  contient  six  chapitres. 

Cap.  1.  Qual  sea  el  fin  de  la  Álgebra;  y  de  sus  conjugacio- 
nes  y  regias.  Définition  de  TAlgèbre;  énoncé  de  la  résolution 
des  équations  des  deux  premiers  degrés  à  une  inconnue. 

L'algèbre,  dit  Nunez,  a  pour  but  de  déterininer  les  inconnues 
par  la  résolution  des  équations.  «En  esta  arte  de  álgebra  el  fin 
que  se  pretende,  es  manifestar  la  quantidad  ignota.  El  médio 
de  que  usamos  para  alcançar  este  fin,  es  ygualdad.»  (*). 

Trois  termes  inlerviennent  dans  Péquation  complete  du  se- 
cond  dcgré.  Au  xvi®  siècle  ils  portent  assez  liabituellement  en 
latin  les  noms  de  numertix,  cosa  et  census.  ISuilez  traduit:  nu- 
mero, cosa,  censo.  II  imite  en  cela  les  traductions  analf)gues  usi- 
tées  alors  dans  toutes  les  langues  de  TEurope.  Micolas  Petri  de 
Deventer  disait:  ghetal,  coss,  zensus;  et  Jacques  Peletier  du 
Mans:  nombres  absolus,  cossiques  et  censiques.  L'inconnue  c'élaÍL 
la  chose  que  l'on  cbercbait.   «Les  italiens,  dit  Peletier  (^),  lont 


(1)  F"  1.  r." 

(2)  JJAlghbre,  p.  4.  —  Peletier  était  en  relations  avec  Nunez.  Lui  mome 
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appelée  la  cosa ,  loquei  niot  a  passe  jusques  aux  nations  étran- 
ges;  tant  que  Sliííel  les  nombies  appartenant  a  Talgèbre  a  ap- 
pelés  nombres  cossiques,  et  m'a  seniblé  bon  les  appeler  ainsi 
avecques  luv.»  La  secunde  puissance,  dit  encore  Pcletier  (') 
«est  le  quai  ré,  loíjuel  avec  ceux  qui  ont  Iraiclé  les  racines  nous 
appeilerons  nombre  cenxique,  de  ce  mot  cens,  conime  si  un  noin- 
bre  quarré  fut  le  cens  ou  revenu  de  ce  nombre  multiplié  par 
soy-mesmes.» 

Cap.  2.  Practica  de  las  regias.  Application  li  quelques  exem- 
ples des  régies  énoncées  dans  le  cliapitre  précédent. 

Cap.  3.  Demonstracion  de  las  regias  de  las  conjugaciones 
simples.  Par  «conjugaciones  siniples)\  il  faut  entendre  les  équa- 
tions  a  deux  termes  des  íbrmcs 

x'^=^ax  •.  £C^  =  a  ;  ax  =  b  . 

Cap.  4.  Demonstracion  de  las  regias  de  las  conjugaciones 
compuestas.  11  s'agit  de  rétablissement  des  formules  de  réso- 
lution  de  Téquation  complete  du  2^  degré.  Comme  tous  les  algé- 
bristes  du  temps,  Nunez  traite  séparément  les  trois  formes 

x^  =  ax-\-b\  x^  -\-  ax  =^  b  \  x^-\-b  =  ax 

dans  lesquels  a  et  b  sont  posilifs.  Les  démonstrations  s'appuient 
sur  les  éléments  d'Euclide  et  sont  purcment  géométriques. 

L'auleur  reconnait  1'existence  des  deux  racines  de  Téquation 
de  la  troisième  forme,  mais  de  la  troisième  forme  seulement. 
Au  xvi^'  siècle,  c'est  \\\  lopinion  commune  des  géomòtres.  L'uti- 
lité  des  quantités  negativos  commençait  bien,  il  est  vrai,  a  être 
soupconnée  par  quelques  esprits  supórieurs.  Luc  Paciuolo  no- 
tamment  y  reviont  à  j)lusieurs  reprises.  iNIais  ses  explications 
maiHjuont  de  netteté  et  de  rigueur,  Uien  d'étonnant,  car  c'est 
au  xix*^  siècle  que  la  théorie  des  quantités  négativcs  a  été  faite 
d' une    manicre   vraiment   complete   et  irréprochable.    Quant  a 


il  a  publir  une  de  ses  lettros  à  Talgébristc  poitup:ais  (/.  Pehtnrii^  In  Eu- 
elidis  Elementa  Geométrica  demoiistralionum  lihri  sex.  .  .  Lvfrdvni.  Apvd 
loau.  Tornaesium,  et  Gvl.  Gazeivin.  m.d.lvii.  En  Appendice  ft'."  (P5)  v."  — 
(Pfi)  r.".  II  dit  aussi  au  cliap.  1,  de  son  Algèbre  (p.  2).  «Tay  encores  oui 
dire  de  Pierre  Noiíc,  Matheniaticicn  de  Lisbonne  en  Portugal,  quil  lauoit 
aussi  traietée  (lalgèbre)  en  son  langage  Espagnol;  mais  ie  n'ay  veu  son 
Lime».  Oettc  pbrase  est  éerite  en  1554.  Le  Libro  de  Álgebra  aurait-il  cir- 
cule en  mauusciit? 
(')  L'Alge.brc,  p.  G. 
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Nunez  il  s'élève  conlre  remploi  des  (juanlilés  négatives,  chaque 
fois  qu'il  les  rencontre.  «Elles  sont  une  absurdité,  dil-il,  une 
puré  contradiction»  ('). 

Ne  jugeons  pas  l'auteur  avec  nos  idées  actuclles.  U  pèche 
par  Texagération  de  sa  qualilé  inaílresse:  la  l()i;i([iie  et  le  souci 
d'une  correclioii  ininutieuse  daris  les  démonstrations.  Mais  il  est 
bien  excusable.  L'uti]ité  des  quantités  négalives,  loin  de  s'im- 
poser  déja  avec  évidence  était  encore  três  problématique;  la 
légitimité  surtout  de  leur  eniploi,  a  pcine  entreva,  était  mal 
démontrée. 

Cap,  5.  Que  hecha  la  yg^ualacion  se  deve  todo  de  reduzir  a 
un  censo.  Exanien  du  cas  oCi  le  terme  en  x^  est  aíTecté  d'un 
coefficient.  Avant  d'appliquer  les  régies  données  au  chapitre  4, 
divisez  tous  les  ternies  de  Féquation  par  le  coefficient  du  terme 
en  x^. 

Cap.  6.  Como  conosceremos  si  el  caso  es  impossible  o  ne- 
cessário a  toda  quantidad.  Nous  dirions:  impossibilite  et  indé- 
termination.  Chapitre  três  orifjinal,  três  curieux.  Voici  quclques 
unes  des  réflexions  de  Tauteur. 

Proposons-nous  de  partager  10  en  deux  parties,  dont  le  pro- 
duit  soit  96. 

L'équation  de  Nunez  est  (-) 


a:(lO-íc)  =  26         d'ou         £e=5±/25  — 26. 

La  soustraction  a  effecluer  sous  le  radical  est  impossible.  Donc 
le  probléme  Test  également. 

Mais  il  peut  v  avoir  impossibilite  sans  que  celle-ci  se  mani- 
feste dans  Téquation.  Ainsi  soit  à  partager  12  en  deux  parties 
telles  que  le  ticrs  de  la  première  plus  le  quart  de  la  seconde 
fasse  4  (^).  L'équation  du  probléme  est 

i.^_J_(12-jr)=12,         d'ou         x=n. 

La  racine  trouvée  vêrifie  Téquation.  II  y  a  néanmoins  impos- 
sibilite car  12  n'est  pas  une  partie  de  12.  Tout  ceei  est  d'une 
exactitude  bien  rare  alors,  digne  de  nos  bons  manuels  modcr- 
nes  des  premiers  éléments  d'algòbre. 


(1)  F.°  224  r."  — Voir  aussi  f.»  126  v."  ete. 

(2)  Ff."  21  v.''-22  r.o 

(3)  F.°  21  v.° 
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Voici  oCi  Nufícz  devient  moins  heureux.  Soit  a  résoudre(*) 

bx"^  =  9jr^  . 

II  y  a  impossibilite.  Ponr  lui  il  y  a  toujours  impossibilite  quand 
a;  =  0*,  c'est  la  un  obslacle  contre  Icquel  il  se  butei"a  dans  toiít 
le  cours  de  son  algèbre.  Lo^ique  mal  entcndue!  La  solulion 
£C  =  0,  ne  correspond  jamais  exactement  au  problème  tel  qu'il 
se  le  pose.  Qiiant  a  Tidéc  dVii  généraliser  un  peu  l'énoncé,  s'il 
Ta  eiie,  ce  qui  est  probable,  elle  lui  repugne  et  il  ne  s'y  arrete 
pas. 

Terminons  ce  sujei  par  une  solution  Irès  remarquable.  Cher- 
chons  un  nonibre  qui,  multiplié  par  3,  vaille  son  carré;  et  tel 
que  le  nombre,  augmenlé  de  ce  carré,  lasse  7  ('). 

II  me  laut  passer  cetle  fois  par  les  calculs  intermédiaires  de 
Tauteur.  On  a,  dit-il 

3.z=:r-  d'oíi          .37  +  3x  =  '" 

c'est-à-dire 

^ix=l.  (1) 

D'aulre   part,    or   a   aussi 

x-^-jc^-^l.  (2) 

Additionnant  (1)  et  (2),  il  vicnt 

5a;  +  íc5=I4  (3) 

d'ofi  £C=2.  Solution  qui  vérifie  la  dernirre  équation  sans  con- 
venir  au  ]iroblòme.  Pourquoi?  La  réjionso,  remarquons-le,  est  de 
Nunez.  (>ela  provient  de  ce  que  la  racine  de  (3)  n'est  racine  ni 
de  (1),  ni  de  (2).  Tout  naif  soit-il,  voilà  bien  l'un  des  plus  an- 
ciens  exenqilcs  oil  il  soit  question  de  Téquivalence  des  équa- 
tions.  A  ce  titre  il  mérite  d'ctre  signalé. 


(•)  F.»  21  r.° 

(2)  Ff.»  22  v.o-23  r." 
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II 


La  prcniièrc  subdivision  de  la  dcuxième  partie  a  pour  objet 
le  oalcul  aljífébrique.  Cette  subdivision,  avons-nous  dit,  cút  du 
logiquement  preceder  la  preiíiière  partie,  et  cn  la  plaçant  ici, 
peut-ètre  Nunez  a-t-il  un  peu  inaiupié  de  niéthode.  IS''exagé- 
rons  pas  ccpendant  cette  critique.  II  faut  tenir  conipte  du  peu 
davancement  de  la  seience.  U  fítut  tenir  conipte  aussi  de  Tin- 
dépendance  desprit  de  Tauteur  et  de  sa  tendance  à  s'écarter 
des  voies  ballues.  Dans  son  alfobre,  non  seulement  il  ne  s'en 
tient  pas  a  Tordre  traditionnel,  mais  contrairement  aux  habi- 
ludes  de  son  temps,  il  distingue  nettenient  l'algcbre  de  Tarith- 
mélique  et  suppose  les  opérations  de  celle-ci  déjà  déniontrées 
ailleurs.  Aussi  bien,  s'il  y  a  cbez  Nunez  défaut  de  métbode ;  il 
n'y  a  rien  de  plus.  L'ordre  adopte  nest  pas  le  pias  naturel;  les 
demonstra tions  reslent  néanmoins  toujours  rigoureuses. 
Cette  observation  (aite,  voici  les  titres  des  cbapitres: 
Cap.  1.  De  la  denominacion  de  las  cbgnidades.  Les  «digni- 
dades» sont  les  ternies  conlenant  Tinconnue.  11  s'agit  des  noms 
portes  par  leurs  divers  degrés.  Nous  avons  déja  indique  ci- 
dessus  les  noms  des  deux  premiers;  iious  donnerons  tantòt 
celui  des  autres. 

Cap.  2.  Suniar  las  dignidades  enteras.  Addition  des  poly- 
nômes  rationnels  et  entiers  eu  x. 

Cap.  3.  Diminuir  las  dignidades.  Soustraction  des  mèmes 
polynômes. 

Cap.  4.  Multiplicar  las  dignidades. 

Cap.  5.  Partir  las  dignidades. 

Cap.  6.  Los  cpiebrados  de  segunda  intencion,  como  se  deven 
de  reduzir  a  una  misma  denominacion  y  natui'ale/a.  Les  frac- 
tions  algébriques  sont  dites  «de  seconde  intention»,  quand 
elles  renferment  Tinconnue  au  dénoniinateur;  quand  leur  déno- 
minateur  est  purement  numérique,  elles  sont  ode  première  in- 
tention». Le  cbaj)itre  a  donc  pour  objet  la  réduction  au  mèmc 
dénoniinateur  des  IVactions  ;i  dénoniinateur  algébrique. 

Cap.  7.  Abreviar  estos  quebrados. 

Cap.  8.   Sumar  estos  quebrados. 

Cap.  9.  Diminuir  estos  quebrados. 

Cap.   10.  Multiplicar  estos  quebrados. 

Cap.   11.  Partir  estos  quebrados. 

Reprenons  le  chapitrc  1. 

Les   deux    premières   puissances   de   linconnuc  se  noninient, 
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avons-nous  dit,  cosa  et  censo.  La  S^  est  le  cubo,  la  4^  est  le  censo 
de  censo,  la  5^  le  /í/aío  primo,  la  G*^  le  rín.so  f/^  fw^o  ou  le  cubo 
(le  censo.  La  règlc  généraU-  de  la  formation  des  nonis  sen  dé- 
duit  d'ellc-mènie.  lous  les  nombres  preiniers  exigent  un  nom 
nouveau;  les  puissances  dont  Texposant  est  décomposable  en 
íacleurs  se  désignent  en  accolant  les  noms  des  faeteurs. 

Les  dénoininalions  de  Nunez  sont  alors  en  usage  partout. 

Quant  aiix  notations,  ?sunez  ignoie  les  algébrisles  alleniands. 
Slifel  lui  inème  lui  est  complètenient  inconnu.  Dans  tout  le 
Libro  de  Álgebra,  pas  la  moindre  trace  de  rinfluence  de  VArith- 
inetica  Integra  (').  La  notation  será  donc  tout  iiaturellement 
italienne,  iniitée  de  Paciuolo  (-)  et  de  Cardan  {^).  Nunez  la  re- 
sume dans  le  tablcau  suivant  (*).  Nous  ajoutons  dans  une  troi- 
sième  ligne  la  traduction  en  notations  niodernes. 

«Co .  2  .  Ce.  4 .  Cu  .  8  .  Ce  .  ce .  1 G  .  Ue .  p\  32  .  Ce .  cu.o,  Cu  .  ce .  64. 

Denoniinacion 

1.         2.         3.         4,  5.  6.S 

Signification  actuelle 

/v*  /Ytté  /YiO  ry»í^  /viO  /mD 

Donnons  aussi  quelques  exemples  d'opérations  algébriques. 


(')  Ârithmetica  integra.  Authore  Michaele  Stifelio.  .  .  Norimbergae  apud 
lolian.  Pctreiuin.  Anuo  Christi  m.d.xliiii. 

(-)  Suma  fie  Ârithmetica,  Geometria,  Proportioni  &  Proporíionalitu  .... 

A  la  deiniiTC  page:  m°.cccc".lxi,iiu".  xx.»  Nouembris.  Venetiis. 

Louvrage  eut  une  réédition  à  Venise,  en  1523,  nc  difFérant  de  la  pre- 
miòre  que  par  des  dótails  insiguiíiants.  Cest  cette  derniòre  que  je  cite. 

(J)  Je  cite  Cardan  d'apr('tf:  Uicronymi  Cardani  Opera  Omnia  in  decem 
tomos  digesta.  . .  Lvgdvni,  Svmptibvs  loannis  Antouii  Ilvgvetan,  et  Marci 
Antonii  Ravavd.  m.dc.lxiii. 

Nuuez  a  prlncipalenient  utilisr  la  Practica  Arithemelicae  qui  parut  à 
Milan,  en  ir).'3í).  11  a  c-ertainfinent  connu  aussi  Ic  De  Arte  Magna,  dout  la 
preuiièrc  édition  est  de  Nurenibcrí;,  1545. 

(4j  F_o  24  v.° 
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Multiplication  (*) 

15  .         m .  4  .  CO  .  15      —  4aj 

3  .  ce  ,  m  .  5  .  CO  .  3a;"^  —  bx 


4  5  .  ce  .  m  .  1 2  .  cu  .  4  hx-  —  1  2jc^ 

m  .  75  .  CO  .  p  .  20  .  ce  .  — 75£c-f20íc^ 


Suma   6 5  ,  ce  .  m  .  7  5  .  CO  .  m  .  1 2  .  cu  .  G bx-  —  Ibx  —  1 2íc^ . 

Autre  exemple  contenant  des  radicaux. 

La  notation  R.,  V.  Radix  Vniversalu  designe  un  radical  affec- 
tant  deux  termes  consécutiís.  A\in.si  1'équation  (-j 

1  .  cu  .  p  .  3  .  CO  .  yguales  a .  10  . 

{x^-\-2>x=  10) 
a  pour  solution 

R.V.CU.  R.  26.  p.  5.m.R.V.cu.R.26.ni.  5. 


{t^\f2%  +  b-  '/v/26 -5). 
Dans   le   calcui   suivant  (3),  Nunez   apj)lique   la   formule  {a-\-b) 


—  .  ce  .  p  .  Pi .  V  .  —  ce  .  ce  .  m  .  I  .  ce  .      ^ 


—  .  ce  .  ni .  R  .  V  ,  —  ce  .  ce  .  m  .  1  .  ce  .      -?rX^  —  V  /  -r  •^■*  —  ^^ 
2  i  2  V    4^ 


1                   -     1                -    ,  1,1.,.., 

— - .  ce  .  ce  .  m  .    -  ce  .  ce  .  m  .  1  .  ce .  -r  ^ r  -^       ^'  v"^^) 

4                          4  4            4 

l.cc.  xK 


(1)  F.o  28'v.o 

(2)  F.o  339  V.'' 

(3)  F.°  111  v.° 
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On  voit  la  (léfectuosité  de  certaines  notalions.  Les  paren- 
ihèses  n'ont  pas  encore  élé  iniaginées.  Comnient  indiquer  la 
soustraction  d'une  diirércucc?  II  laiit  pour  cela  une  explication. 
Cest  en  efíet  dans  une  explication  ajoutée  au  calcul  que  Tauleur 
doiinc  le  vrai  résultat  de  1  opération   I  ,ce.(=a;'^^. 

Simplification  des  fractions  (*) 
24  .cu.  p.  96.  CO.  24a;3+96£c 


3  .ce.ce.p.  12.  ce.  3íc*+12í»2 

L'aulcur  divise  les  deux  termes  par   1  .co(=jc),   mais  négli 
de  suppriuier  en  oulre  le  lacteur  3.  II  oblicnt 

24.ce.p.96.  2  4a!2+96 


3  .  cu  .  p  .  1 2  .  CO  .  3a?3  -\-  Í2x 

La  disposition  des  calcuis  de  la  division  s'écarte  iiolablenient 
de  cellcs  adoptces  par  les  aulres  alfjcbi-istes  du  xn*^  siècle.  ,leí 
Tal  doiuiéo  dans  ma  nole  sur  le  Lilro  de  jíl^ehra.  Elle  est.  un 
peu  longuc  pour  ètre  de  noiíveau  leproduite  ici;  je  n'y  reviens 
pas.  On  peut  la  lire  aussi  dans  la  Geschiclile  der  Elemenlar-Ma- 
thematik  de  IM.  'Iropfke  (^). 


III 

La  scconde  subdivision  de  la  deuxième  partie  donne  le  calcul 
des  i-adicaux. 

(]ap.    I.  Quantas  diflerencias  lia  de  i'ai/.es,  y  sus  dcfinicioncs. 

(^aj).  2.  Como  avemos  de  reduzir  las  raizes  de  diversas  naln- 
ralezas  a  otras  de  una  misma  naturaleza  y  denominacicni  con 
su  demonstracion.  lléduction  des  radicaux  au  nième  indicc. 

Cap.  3.  i\Iullij)licar  las  raizes. 

Cap.   i.  Demousliacion  dei  multiplicar  las  raizes. 

(^ap.  5.  Suniar  las  raizes.  II  s'agit  des  radicaux  scmblables 
du  2^  degré. 


(')  F.0  42  v." 

(2)  Leipzig,  Veit,  1902-1903,  t.  1,  p.  325. 
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(^ap.  6.  Deiiionstracion  dei  suinar  las  raizes. 

Cap.  7.  Regala  general  dei  sumar  las  raizes.  Généralisalioii 
des  régies  données  au  clia|)itre  5.  Exlension  de  la  règle  d'ad- 
dition  des  radicaiix  seiíiblables  du  2*  degré  aux  radicaux  sem- 
blables  de  tous  les  degré.?. 

C>ap.  8.   DeiiioiisiracioM  desta  regia  general. 

Cap.  y.  Diminuir  las  raizes  con  su  denionslracion.  Soustra- 
ction  des  raditaiix  seniblables  du  2"-'  degré. 

Cap.  10.  Regia  general  para  diminuir  las  raizes.  Radicaux 
semblables  de  degrés  quelconques. 

Cap.    II.  Denionslracion  desta  regia  general. 

Cap.    12.  Repartir  las  raizes. 

Cette  pariie  de  Talgèbre  de  ^unez  mérite  toute  Taltention. 
Ce  n'est  pas,  il  est  vrai,  pour  l'importance  intrinsèque  du  sujet 
qui  y  est  étudié,  mais  :i  cause  du  caractere  particulier  des  dé- 
monstiations  de  l'auteur.  Réílexion  analogue  a  propôs  de  la 
3^  subdivision  de  la  seconde  partie.  Nunez  y  donne  la  théorie 
des  proportions.  Comme  íbnd  il  n'a  rien  de  neuf,  mais  ses  dé- 
nionstrations  sont  originales  et  três  remarquables.  ISous  étudie- 
rons  simultanément  les  radicaux  et  les  proportions.  Pour  éviter 
les  redites,  il  me  suffira  d'avoir  au  préalable  transci'it  les  tilres 
des  chapitres  de  cette  dernière  tliéorie. 

Cap.    I.   Definicion  de  la  proporcion. 

Cap.  2.  l^ivision  de  la  proj)orcion.  Classifica tion  des  pro- 
portions. 

Cap.  3.  De  la  (juanlidad  y  denominacion  de  las  proporciones 
racionales. 

Cap.  4.  Como  conosceremos  los  números  de  la  proporcion 
por  el  su  nombre  en  estos  5  géneros. 

Cap.  ò.  Siendo  nos  propuestos  dos  numei'os,  como  saberemos 
que  proporcion  tienen. 

Cap.  6.  Comparacion  entre  estos  três  géneros  de  proporcion, 
la  de  ygualdad,  y  la  de  mayor  desigualdad,  y  la  de  menor  des- 
igualdad. 

Cap.  1.  De  la  composicion  de  las  proporciones. 

Cap.  8.  Siendo  nos  propuestas  dos  proporciones,  como  co- 
nosceremos qual  delias  es  la  mayor,  y  como  sacaremos  una  de 
otra. 

Cap.  9.  Siendo  nos  propuestas  dos  proporciones,  como  co- 
nosceremos qual  sea  la  proporcion  que  delias  justamente  es 
compuesta,  y  quales  son  entre  si  commensurables. 

Cap.  10.  Si  las  dos  proporciones  que  queremos  comparar, 
fueren  enlrandjas  irracionales,  o  una  fuere  racional,  y  la  otra 
irracional,  couio  conosceremos  si  son  commensurables. 
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Cap.  1 1.  De  la  coiiiposicion  de  las  proporciones,  que  se  haze 
por  la  coinposiciori  de  los  términos. 

Caj).   12.  Por  el  noto  conoscer  lo  ignoto  en  las  pi'oporciones. 

Cap.   13.  Del  multiplicar  y  partir  cn  las  proporciones. 

Cap.    1  í.   De  los  médios  proporcionales. 

Cap.   ló.   De  las  raizes  de  los  binómios. 

Les  algébristies  du  xvi^  siècle  s'entendent  parfailement  à 
donncr,  de  leurs  régies,  des  démonstrations  correctes,  ne  prè- 
tant  en  rien  le  ílanc  ;i  la  critique.  Mais  ces  démonstrations  sont 
alors  purement  géométriques,  Le  fait  est  d'observation  géné- 
rale.  Que  s'ils  annoncent  une  démonstration  algébrique  sans 
géométrie,  c'est  un  leurre.  Ces  prétendues  démonstrations  sont, 
en  ce  cas,  de  simples  vérifications  nujiiériques.  On  propose 
une  question,  on  formule  une  règle  de  solution,  on  montre 
eníin,  par  un  exemple,  quen  suivant  la  règle  énoncée  on  arrive 
au  résultat.  Quant  K  expliquer  la  nature  intime  de  la  règle,  à 
prouver  par  un  raisonnement  vraiment  algébrique  pourquoi 
elle  donne  nécessairement  la  solution,  on  n'en  a  cure;  c'est 
aíTairc  ;i  la  géométrie. 

Jordan  de  Némore  fait  cn  cela  une  glorieuse  exception  ('). 

Au  lieu  de  représenter  ;t  la  manière  d'Euclide  les  divers  élé- 
mcnts  de  la  démonstration  a  la  fois  par  une  lettre  et  par  une 
ligne,  Jordan  négiigc  la  lignc,  comme  inutilc,  et  fait  le  raison- 
nement sur  les  lettres  seules.  Cest  de  la  vraie  algébre.  On 
trouve,  il  est  vrai,  quelques  exemples  isoles  de  cette  métliode, 
antérieurement  ii  Jordan;  M.  Enestrõm  l'a  fort  bien  montré  (*). 
Mais  Jordan,  le  premier,  Tcmploie  d' une  manière  systéma tique. 

Jordan  de  IVémore  venail  avant  TheuiT.   II  pianait  trop  liaut 


(')  Dans  son  Arithmetica  decem  libris  demonstrata .  .  .  Parisiis  in  Oflicina 
Ilenriei  Stephani.  .  .  (1514).  L'oiivrage  eut  uue  piemière  édition,  à  Paris, 
en  14í*(),  chez  Jean  liigman  et  AVolfgang  Ilopiliuí. 

(2)  Bibliotheca  Mattiematica,  3^  ser.,  t.  7.  Leipzig,  1006-1907,  pp. 
85-8(J. 

II  y  a  dans  cette  question  des  origines  de  1'algòbre  littri  ale  un  côté 
parfois  un  pcu  tiop  perdu  de  vue.  Les  lettres  de  leur  alpliabet  avaient 
pour  les  Grecs  une  valeur  nuniériqnc  parfaitcment  détenninée  et  jouaient 
chez  eux  le  rôle  de  nos  cliiffres  árabes.  Les  Euclide,  les  Arcbimède,  les 
Apollonins  ne  pouvaicnt  donc  avoir  grand  gout  pour  une  algèbre  pure- 
ment littérale.  S^ils  en  eurent  Tidée,  elle  leur  répugnait.  L'algèbre  littérale 
perdait  pour  eux  son  caractere  de  généralité,  c"est-à-dire  son  plus  grand 
avantage.  Elle  leur  présentait  tons  les  inoonvénicnts  que  nous  oÔriraient, 
à  nous,  des  drinonstratioiís  algébriciues  faites  sur  des  chiifres  árabes.  Pour 
les  Grecs  1'éléinent  symboliquo  abstrait  sur  leque!  porte  le  raisonnement, 
c'est,  à  proproinent  parler,  la  ligne  elle-niêine;  la  lettre  est  un  simple  nu- 
mero d'ordre  servant  à  distincruer  une  Hírne  d'une  autre. 
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sur  ses  contemporains  pour  en  ètre  compris.  De  l'illustre  alle- 
mand  à  Viète  il  s'écoule  tleux  siècles  et  demi.  Peiulant  ce  loiíír 
espace  de  teinps  seul,  jus(iu'i(i,  un  sicilien,  l'abbé  IMaui^olvco  (*), 
seniblait  avoir  apprécié  Piniportance  de  la  découverte.  A  son 
nom,  il  faudra  adjoindre  désormais  celui  de  Nunez.  Ce  restera 
l'un  des  titres  de  gloire  de  Talgébriste  portugais. 

Admirons,  par  exemple,  le  caractere  déjii  bieii  inoderne  de 
la  déiiionstration  suivanle.  II  s'agit  de  la  réduction  des  radi- 
caux  au  mème  indice, 

«La  demonstracion  será  esta:  (^) 

«Pongainos  que  una  de  las  raizes  sea  «,  y  el  numero  dei 
qual  es  raiz  sea  b,  y  su  denominacicm  sea  c. 

(soit  \  b  =  d) 

«Y  pong-anios  que  la  otra  raiz  es  í/,  y  el  numero  dei  qual  es 
raiz  sea  e,  y  su  denominacion  /". 

(soit  encore   ^  e  =  d) 

«Multiplicaremos  b  en  si,  y  despues  si  cumpliere  por  lo  produ- 
zido, conforme  a  la  denominacion  f.  De  tal  modo  que  esse  nu- 
mero b.  sea  heclio  raiz  dei  numero  pioduzido,  el  qual  sea  if,  y 
su  denominacion  será  /". 

(posons  //=o-^  d'oii          b^  V  g) 

«Iten,  multiplicaremos  e  en  si,  v  despues  si  cumpliere  por  lo 
produzido,  conforme  a  la  denominacion  c.  De  tal  modo  que  esse 
numero  e  sea  becho  raiz  dei  numero  produzido  cl  qual  sea  h, 
Y  su  denominacion  c. 

(posons  e"  = /<  ,  d'ou  6=  \/ h) 

«Y  multiplicaremos  c  por  /',  denominacion  por  denominacion,  y 
el  numero  produzido  sea  /•. 

(cx /•=/■) 
«Digo  que  a  será   raiz  de  g  denominada    de  k,   y  que  d   scra 


(')  Francisci  Maurolyci  Arilhmelicorum  lihri  diio  mmc  primum  in  lucem 
editi. .     Venetiis.  Apud  Franciscum  Francisium  Senensem.  m.d.lxxv. 
(2j  Ff.°  IG  v."-47  r." 
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raiz  de  h  denominada  lambien  de  /. 

(Je  dis  que  a  =  y  g  el  d=  ^ h) 

«Porque  pues  a  es  raiz  de  b  dcnoniiiiada  de  c,  tantas  propor- 
ciones aura  luego  de  b  para  la  unidad,  cada  una  delias  \gual 
a  la  pro|)orcion  de  a  para  la  unidad,  quantas  son  las  unidades 
que  liene  la  dcnoininacion  c. 


c  fois 

b        a        a 

T=T^T=^-- 


■xt) 


«Y  porque  b  es  raiz  de  g  denominada  de  /".  tantas  proporciones 
aura  de  g  para  la  unidad,  cada  una  delias  y^ual  a  la  proporcion 
de  b  para  la  unidad,  (juantas  son  las  unidades  que  tiene  la  de- 
noniiuacion  /'. 

/fois 

g       b        b  b 

-  =  --x-x....x- 

«Por  lo  qual  tantas  proporciones  aura  de  g  para  la  unidad, 
cada  una  delias  vgual  a  la  proporcion  de  a  para  la  unidad, 
quantas  unidades  tiene  el  numero  (pie  se  produze  multiplicando 
c  en  /',  el  qual  es  /•. 


/•      /  1  ti        ^        ^  ^\ 

cx  f  =  /c ,         donc    ,=yXyX----Xy) 

«Y  será  por  tanto  a  raiz  de  g  denominada  íle  /•. 

«Por  la  niisma  arte  demonstraremos   que  (f  es   raiz  de  h  deno- 
minada de  /•,  que  es  comun  denomii\ador. 

«Y  esta  demonsliacion  es  universal,  ora   el  a  y  el  (/  sean  nú- 
meros, ora  scan  quantidades  sordas  (r.  à  d.  dcs  radicaux).» 

INi   chez   Stifcl,    ni    cliez   (lardan,   on   ne   trouverait  une       jje 
écrite  dans  ce  slvlc. 
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.Pai  1'einbarras  ân  choix  pour  en  trouver  tVautres.  II  s'agit, 

par  exemple,  de  démontrer  ce  lliéorènie: 

^  ,         ,    ,  a  c  a  ^  c  . 

iLtants  donnes  les  rapports  -i-  et  —  ,  on  aura  -r<— r ,  suivant 
>                                    o         d  b  —  d 

que  a  x  r/<c  xt». 

«La  demonstraeion  desta  reg^la  es  niuv  fácil  (*). 
«Sea  la  priínera  proporcion  de  a  para  Z*,   y  la  segunda  de  c 
para  d\  y  multiplicando  a  por  d  haga  í,  y  c  por  b  haga  /". 

•     a         c  ,  ,  ) 

soit  —  et  —  ;  posons  a'xd=  e  ,  b~x,c  =  f 

«Digo,  que  si  e  fuere  mayor  que  /",  mayor  será  la  proporcion 
de  a  para  b  que  de  c  para  r/-,  y  si  menor,  será  menor;  y  si  í'uei'e 
ygual,  será  ygual. 

/   >  /•  •  •  «!  >  í^  \ 

I  I?  <  /  entrame  respectivement  -7-  <  -7 ) 

«Porque  sea  g  lo  que  se  haze  multiplicando  b  por  í/,  o  r/  por 
^,  que  es  lo  mismo 

{g  =  b~xd=d~xb) 

«Y  pues  a  ^  b  multiplicados  por  d  hizieron  e  y  g,  será  de  a 
para  ^,  como  de  e  para  ^. 

a       ad       e 
b       bd       g 

«Y  porque  c  \  d  multiplicados  por  b  hizieron  f  y  g,  será  de  c 
para  í/,  como  de  /  para  g. 

c        cb        f 
d       db        g 

«Pongamos  que  e  y  /'  son  hallados  yguales,  será  luego  de  e 
para  g,  como  de  f  para  g;  y  ponjue  de  r/  para  b  es  como  de  e 
para  g,  y  de  c  para  í/,  es  como  de  /para  ^',  será  luego  de  a  para 
^,  como  de  c  para  í/. 


/ ,  on  a  —  =  —  ,  d  ou  7-  =  -r 

o-        „  b        dj 


(I)  Ff.o  82  v.o-83  r." 
YoL.  III  — N.°  4 
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«Y  si  e  fuere  liallado  niavor  que  /,  inayor  será  la  proporcion 
fie  e  para  g,  que  de  /para  g,  por  la  H  dei  quinto;  y  porque 
de  a  para  b  es  como  de  e  póra  g,  y  de  c  para  d  es  como  de  f 
para  ^^  scia  luego  la  proporcion  de  a  para  ^,  mayor  que  la  de 
c  para  (^/. 


/  •  •  ^         /  1.        ^ 

SI  «  >  /  ,  oii  a  —  >>       ,  d  ou     -  > 


í/ 


«Pêro  si  e  fuere  liallado   menor  que  /*,   será  por  la   misma  de- 
monstracion   menor  jjroporcion   de  a  paia  b,   que  de  c  para  í/. 

/  •  /■  1         .         ^'        '^  \ 

(si  e<^f,  on  a  de  meme— <— ri» 

Avant  de  quitter  ce  sujet,  constatons  un  íait  important, 

INi  Jordan  de  iSémore,  ni  Maurolvco,  ni  Nunez  n'ont  Tidée  de 
laisser  ílans  leurs  resultais  la  trace  des  données.  Ceut  été  trop 
leur  demander.  (>e  progrès  immense  dans  les  notations  algé- 
briípies  est  dil  tout  enlier  a  Yièle.  Ce  será  son  éternel  honneur 
de  Tavoir  imagine.  Quant  à  ses  prédécesseurs  iis  croient  indis- 
pensable  de  rej)résenler  par  une  lettre  nouvelle  cliaíjue  résultat 
des  opérations.  Cliose  toule  naturelle,  si  on  vent  bien  rcílécliir 
h  la  manière  dont  íut  eréée  Talgèbre. 

Pour  nous,  bommes  du  xx^  siècle,  Falgèbre  est  une  généra- 
lisalion  de  raritliuiéti(|u<'.  Nous  ne  la  concevons  plus  autre- 
ment.  Yiète  a  donc  londé  Talgèbre  cn  généralisant  les  opéra- 
tions de  l'aritbmétic[ue.  (]ela  nous  semble  évident  a  priori. 

Enoncée  en  ces  termes  la  proposition  est  absolument  fausse. 

On  ne  l'a  ])eut-ètre  pas  assez  remarque,  Falgèbre  a  pour 
origine  première  non  pas  une  généralisalion  de  raritbmétique, 
mais  une  simpliíication  des  démonstralions  gcomélriíjues.  Jordan 
de  INémore  eut  un  trait  de  génie  (dans  celte  appréciation  je  reste, 
nialgré  les  quelques  critiques  qu'on  hii  a  laites,  de  l'avis  de 
M.  Cantor)  (*);  Jordan  de  INémore  donc  a])erçoít  d'un  coup 
d'ocii  d'aigle  Tinulilité  des  lignes  dans  un  grand  nombre  des 
démonslrations  (riuiclide.  Lc  géomètre  grec  íMuploie  à  la  Ibis 
ligues  cl  lettres,  mais  son  raisonncment  lout  enlier  reste  debout 
en  se  servanl  des  lettres  seules.  .lordan  le  voit  clairement.  II 
sup|)rime    donr    liardimcnt    les    ligues    et  garde   le   reste.    Mais 


(')    Vorlesimgen  ucber  Gcschkhte  der  Mathematií:,  2<?  ed.  t.  2,  Leipzig, 
1000,  p.  61. 
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Euclide  represente  toutes  les  oonstructions  cxérutécs  sur  Ics 
lionês  par  dt-s  lellres  nuuvcllcs.  .lordan  conscrvaiil  iiiléi^ralciiicnt 
dans  l'alyoritliiiie  du  raisoniiement  dEuclide  toule  la  parlie  lit- 
térale,  agit  naturellenient  de  inème.  Ceut  été  exiger  vrainient 
trop  que  de  lui  demandei'  d'aller  du  preniicr  coup  plus  loin. 
II  ne  pouvait  pas  avoir  Tidée  de  faire  davantage.  Ses  dénions- 
trations  onf,  déja  un  caractere  lellenient  abstrait,  tcllenient  nio- 
derne,  que  pendant  longtcnqDs  elles  restéi-ent  sans  iinitateurs. 
On  sait  avec  quelle  difíicuité  se  changent  des  habitudes  prises; 
avec  quelle  lenteur  se  généralise  Teníploi  d'une  notalion  nou- 
velle.  Pour  concevoir  combien,  mènie  au  xv!*^  siècle,  le  raison- 
nenient  sur  lettres  invente  par  Jordan  paralssait  encore  insolite 
et  complique,  il  faut  se  rappeler  quel  pelit  nombi'e  de  geóme- 
tras en  vit  les  avantages:  Viète,  et  avant  lui  IMaurolyco  et  Nunez; 
c'est  tout.  El  cependant  nous  sommes  au  siècle  de  ces  savants 
si  oi'iginaux,  si  indépendants,  si  innovateurs,  qui  se  nonnnent 
Cardan  et  Stifcl ! 

IV 

La  troisième  partie  du  Libro  de  Álgebra  en  est  la  plus  lon- 
gue ;  c'est  aussi  la  plus  impoilante.  INunez  y  reprend  la  rcsolu- 
tion  des  équations,  sujet  soinmairenient  traité  déj;i  dans  la 
première  partie.  11  le  développe  cette  íois  d 'une  manière  l)eau- 
coup  plus  complete. 

Cette  troisième  partie,  divisée  en  ~  cliapilics  seulcnient,  se 
clot  par  une  poslCace  au  lecteur  écrite  contre  Tartaglia.  (>inq 
des  cliapitres  sont  tliéoriques,  les  deux  autres  consacrés  aux 
apjjlications. 

Poiír  la  clarté,  transcrivons  en  les  titres. 

Cap.  1 .  Como  se  deve  de  hazer  la  ygualacion  assi  en  las 
dignidades  enteras,  como  en  los  cjuebrados  y  raizes. 

Cap.  2.  De  las  nuestras  regias  que  lesponden  a  las  Ires  de 
las  conjugaciones  conipuestas,   que  estan  en  la   primera  paite. 

(>ap.  3.  De  las  regias  seinejantes  a  las  simples  de  la  primera 
parte. 

Cap.  í.  De  la  i-egla  general  para  las  conjugaciones  conipues- 
tas, en  las  quales  las  dignidades  fuei"cn  pi'oporcionales. 

(^.ap.  5.  De  la  piaclica  de  las  regias  de  Álgebra  en  los  casos 
de  Arithmelica,  que  son  tlO. 

Cap.  6.  De  la  regia  de  la  (piantidad  sniqjlc,  o  absoluta,  con 
sus  casos. 

Cap.  7.  De  la  praclica  de  Álgebra  cn  los  casos  o  exemplos 
de  Geometria. 
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Poslface.  El  auctor  desta  obra  a  los  lectores. 

Ne  nous  oeoiipons  pas  pour  le  inoineiit  des  chapitres  5  et  7, 
nous  y  reviendrons  tantòt.  (Juant  aux  aiilies  ce  sont  les  plus 
importants  de  Touviage.  lis  ont  fait  de  ma  pari  l'objet  d'une 
étiide  antérieure  (*),  dont  voici  les  eonclusions. 

Au  cliaj)itre  1,  il  íaut  joindre  la  poslface,  qui  lui  sert  d'ap- 
pendice.  lis  suffiraieut,  ;i  eux  seuls,  pour  faire  de  iNunez  un 
maitre.  L'autcur  y  Iraite  de  la  résolulion  de  réqualion  du 
3^  degré.  La  foruiule  donnéc  par  Tartaglia,  dit-il,  n'est  pas 
pratique.  Elle  est  toute  compliquée  de  radieaux  méme  quand 
la  raeine  est  rationnelle.  II  faut  trouver  autre  chose  et  n)ieux. 
Voici  conunent : 

Ecrivons  Téqualion  du  B*^  degré  sous  la  forme 

Uctranchons  aux  deux  meuibres  un  cube  p^  convenablement 
choisi,  puis  divisons  les  par  x — y>",  Téquation  será  ramenée  au 
2*^  degré. 

La  règle  est  évidemment  correcte,  car  si  p  est  une  raeine  de 
la  proposée  on  a 

p^  =  ap-  -j-  òp  -{-  c 

d'ou 

a;3  — ^3  ^  ^  (-^2  _^2j  .j_  ^  Çj^  _ p^  _ 

Malheureusement  ajoute  Nunez,  on  n'a  {)as  encore  trouvé  de 
règle  générale  pour  détermincr  à  coup  súr  le  cube  ;i  retrancher 
aux  deux  membres.  II  donne  cejjcndant  à  ce  sujet  quelques 
conseils  pratiques.  Mais  encore  une  fois,  tout  ceei  a  fait  Tobjet 
prin(i])al  de  ma  note  sur  le  Libro  de  yfhcbrti  publiéc  dans  la 
Bibliotheca  Matlieinatica,  .)'v  ai  dit  aussi  riníiuence  de  la  mé- 
ihode  de  INunez  sur  les  idées  de  Simon  Stévin  et  d'Adrien 
Romain,  notamment  sur  léur  méthode  de  résolution  des  équa- 
tions  numériques.  Je  n'y  rcvicns  pas. 

Dans  Ic  cliapiti-e  2  il  est  (jucstion  d'une  règle  pour  la  réso- 
lution de  Téípialion  de  2"-'  degrc  dont  Nunez  revendique  haute- 
nicnl  la  paternité.  Je  l'ai  exposée  jadis,  d'apiès  Guillaunie  Gos- 
selin,  dans  Tétude  (pie  jai  consacrée  au  De  Arte  Ma^na  de  cet 


(')  Dans  larticle  de  la  Bibliotheca  Matliematica,  cite  cidessus. 
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auteur  (^).  La  lecture  dii  tcxtc  original  de  Nuncz  ni'engage  a 
rectifier  un  point  de  détail.  Voici  en  réalité  la  inanière  de  pro- 
ceder de  Talgébriste  portugais, 

Etant   donnée   réquation   du  2^  degré  sous  les  trois  formes 
classiques  alors  en  usage 

ux^-  ^=bx-\-c\  ax-  -\-hx=  c\  hx^=  ax^  -j-  c  ; 

au  lieu  de  diviser  tf)us  les  ternies  de  réquation  par  a,  comme 
le  veut  Ia  règie,  multipliez  les  au  eontrairc  par  a,  de  inanière 
à  rendre  le  terme  en  x^  carré  parfait.  Prenez  ax  connne  in- 
connue  auxiliaire.  Appliquez  lui  la  règIe  générale.  Divisez  eníin 
par  a  la  valeur  ainsi  irouvée;  vous  aurez  x. 
Le  chapitre  3  donnc  la  résolution  de 

ax'^  =  bx^ . 

Supposons  m':>n.  On  ramène  la  proposée  "a  la  forme 


b       „         "'-'7^ 

a^m-íi  ^  _  d  OÍi   £C  =      V  /  — 

a  \     Cl 


llien  de  spécial  a  y  remarquer, 
Le  chapitre  4  traite  de  Téquation 

Í7jc2m  _L  Ixw  -I-  e  =  O 

dont  la  solution  était  connue  depuis  longlenips. 

Enfm  le  chapitre  G  a  pour  ohjet  les  équations  a  plusieurs 
inconnues.  Quel  que  fut  le  nombre  réel  des  irconnues  d'un  pro- 
blème,  Diophante  n'employait  jamais  plus  d'un  signe  cossiqne, 
disons  une  letlre,  pour  les  rcprésenter.  Paciuolo  et  Cardan  intro- 
duisent  Tusage  des  leltres  multiples  et  résolvent  de  vrais  systè- 
mes  déquations  à  plusieurs  inconnues.  Nunez  naime  pas  cette 
méthode.  II  Texpose  cependant,  mais  dans  le  but  avoué  d'en 
monlrer  la  complication.  Dapiès  lui,  il  vaut  mieux  s'en  passer. 
Opinion  étrange,  partagée  j)ar  beaucoup  des  contemporaiiis  et 
par  les  plus  illustres;  Gennna  Frisius,  par  exemple!  (-) 


•    (•)  Bibliotheca  Matlieniatica,  3^  serie,  f.  7,  p,  58. 

(2)  Voir  ma  note  :  Le  commcntaire  de  Gemma  Frisins  sur  V Arithmetica 
Integra  de  Stifd.  Annales  de  la  Société  Scientifique  de  Bruxelles, 
t.  3U,  le  part. 'Bruxelles,  1ÍJU6,  pp.  167-1(58.  Daus  la  Logística  (pp.  193-1%) 
Butéon  se  propose  uu  système  fort  siinple  de  4  équations  à  4  incounues, 
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Le  syslèine  cróqualloiis  clioisi  par  Niincz  est  interessam,  parce 
que  nialgré  sou  caractere  tout  a  lait  éléinenlaire,  cii  le  trouve, 
avec  les  mèmes  doiinées  numériques  chez  les  principaux  algé- 
bristes  dii  wi"^  siècle.  Tous,  sans  exception,  en  parlcnt  coinme 
tluii  problèine  complique  et  difficile.  Pi-oposé  une  première  íbis 
par  Cardan,  clans  sa  Praclica  Aril/imclicae  {}),  puis  dans  son 
De  Arle  Magna  (-),  Texercice  est  repris  plus  tard  par  Peletier 
sous  deux  íormes  diflérentes  (^  .  I/algébriste  français  traduit 
d'ab()i'd,  «pas  a  pas»,  comme  il  le  dit,  la  longue  solution  de 
(Cardan  ('j;  puis  il  en  essaye  une  deuxièuie  dans  le  style  de 
Stiícl.  Ellc  est  nieilleure  sans  étre  déja  aisée  ni  elegante.  Si  les 
faits  nctaient  lii,  patents,  indéniables,  jamais  on  ne  croirait  aux 
obstacles  contre  lesquels  se  butèrent  les  premiers  algébristes 
pour  résoudre  les  systèmes  d'équalions  a  plusieurs  inconnues. 
Preuve  siugulière  de  Tinfluence  tle  léducation  et  du  milieu 
ambiant,  snr  le  développemcnt  de  Tintelligence  bumaine!  Cest 
aussi  curieux  quinstructif  ;i  observer. 

Dans  mon  analyse  de  VAlgcbre  de  .lacques  Peletier  du  Mans, 
jai  repmduit  au  long  la  traduction  de  Cardan  par  Peletier.  J'y 
ai  ajouté  la  critique  de  Cardan  par  ce  dernier,  avec  la  vraie 
nianière  de  traiter,  dapiès  lui,  le  ])rc)blènie  (^).  Ecoutons  niain- 
tenant  Nunez;  il  ne  per(b'a  ríen  ii  èlre  compare  ;i  l'elctier  et  à 
Cardau. 

II  s'agit  de  trouvci'  trois  nouibres  A,  B  et  C,  vérifiant  les 
relations  (^) 

A+-i(B  +  C)  =  32;     B +  1(A  +  C)==28  ;     C  +  |(A4-B)  =  31  . 

z  o  4 


dans  lequel  il  s'emhrouillo  coiiiplrtcment  à  trois  reprises  diflPórentes  et  qiril 
ne  parvient  à  rrsoudre  que  par  tâtonnements.  II  termine  sa  théorie  des 
cquations  ;i  plusieurs  inconnues  par  cette  rétiéxion  découragée  (p.  15)G).  «ISi 
cui  modus  iste  calculi  videatnr  obscurior  in  liac  regula,  cujus  est  etiain 
rarior  usus,  certo  sciat  aliuin  conimuniter  usurpatum  longe  plus  afferre 
molcstiae,  niultoque  diílicilius  capi.  Innata  eniin  rebus  ipsis  obscuritas 
arte  quidem  levari  potest,  tolli  autem  nullo  modo.» 

Pour  plus  de  détails,  sur  Tliistoire  de  la  résolution  des  équatious  à  plu- 
sieurs inconnues  au  xvi"  siècle,  voir  mes  niémoires  sur  VAlgcbre  de  Peletier 
et  le  De  Arte  Magna  de  Gosselin. 

(')    Opera  omnia,  t.  4,  pp.  73-74. 

(^)  Opera  omnia,  t.  4,  pp.  241-24"2.  Cette  solution  diffère  do  la  prece- 
dente. 

P)  AIffvbre,  pp.  107-112. 

('')  11  s'ajLíit  de  la  solution  donnée  dans  le  De  Arte  Magna. 

(5)  Pp.  153-154. 

(6)  Ff."  224  v.''-225  r.° 

Remarquons  le  en  passant,  dans  sa  Summa,  Luc  Paciuolo  traite  par  la 
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aTeremos  três  números,  que  cl  piinicro  con  la  initad  de  los 
otros,  haze  32;  v  el  secundo  ton  el  lercio  de  los  oiros  dos» 
haze  28;  v  el  lercero  con  cl  quarto  de  los  otros  dos,  lia/.c  31; 
y  queremos  saber  quanto  es  cada  uno  dellos. 

« Peruemos  que  el  primero  es   1  .  co  .  x 

y  seran  lue^o  la  milad   dei   segundo   y  tercero 

32.m.l.co.  32—03 

y  el  segundo  y  tercero  G  i  .  m  .  2  .  co  .  Gí  — 2a? 

y  pues  el  primero  es  l  .  co  .  seran  luego  todos 

três  números  64  .  m  .  1  .  co.  04  —a? 

«Agora  pornemos  que  el  segundo  es  1  quan- 
tidad  y 

y  será  por  esta  cuenta  el  primero  y  el  tercero 

juntos  64  .  m.  l  .  co  ,  y  m  .  1  .  (juantidad  64— a?  —  y 

1-1  -     l 

y    el    tercio  dellos  será  2  1  —  .  m  .  —  .  co  .  m  .  — 

^11       1 

de  quantidad  21-  — -aj— -y 

o        o  o 

«Y  juntando  con  esto  el  segundo  que  es  1  .  cpiantidad,  lia- 
remos 

2  1  —  .  m  . -- .  co  .  p  .  —  de  quantidad   que   seran   yguales   a   28. 


/li  2  \ 


(lYgualaremos  restaurando  lo  diminuto,  y  tememos 

1     --    2  --     I 

2  I  — -  .  p  .  -—  de  quantidad  yguales  a  28  .  p  .  —  .  co 


/       1        2  1     \ 


«quaiitité  sourde»,  c'est-à-dirc,  par  une  deuxiòino  iiiconnuc,  dc3  probirmes 
absoluiíient  analogues.  Pai*  exemple  : 

1.0  Dist.  9,  tract.  9,  N»  26,  ff.  191  v.o-192  r.° 

A-|-1(B  +  C)  =  90;     B  +  i-(A  +  C)=80;     C  +  |  (A  +  B)  +  G  =  87. 

2.0  Dist.  9,  tract.  9,  N"  27,  íF.  192  r." 

A-|-1(B4-C)  =  50;     B  +  i-(A-|-C)  =  50;     C  +  ^(A  +  B)  =  50 
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y  sacando  lo  supérfluo  que  es  21  —  ,  quedaran 

ó 

2  .  2    ^    li" 

—  de  quantidad  yguales  a  6  —  .  p  .  -x- .  co  . 

o  à  o 


(¥^  =  4  +  ¥^) 


sera  luciro 


una  quantidad  yguai  a   10  .  p  .  — - .  co  . 


(y=io+{^). 


«Y  porque  pusimos  el  segundo  ser  l  .  quantidad  sera  luego 
segundo  lO.p.  — .co.  ÍO-\-  —  x 

«Por  esta  manera  ayudando  nos  dei  termino  quantidad,  al- 
cançamos quanto  íuese  el  segundo.  ^ 

«Sacando  pues  de  todos  Ires  ([ue  son  04  .  m.  1  .co.  (=64 — a;) 
el  valor  dei  primero  que  es  l  .co.(=a?),  y  el  valor  dei  se- 
gundo,   que   avemos   hallado  ser    lO.p.  — .co.í=10  +  — £c], 

quedaran  54  .  m  .  2  .  co  .  — - .  por  valor  dei  tercero  í  54  —  l—x). 

1^3  /  1       3     \ 

«  Con   el    qual    juntaremos   2 1  -—  ,  p  .  —  .  co  .  (  =  2 1  -—  +  -—  j? ) 

^        •"  2^8  \  28/ 

que  es  el  ([uarto  dei  primero  y  segundo,  y  haran 

56  —  .  m  .  2  .  CO  .  —  que  seran  yguales  a  3 1 . 
2  8 

(56Í-2l.  =  3l). 

«Ygualaremos  y  resultaran 

25  —  yguales  a  2  .  co  .  —  . 
2    '  8 
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y  partiremos  25  — por  2—  y  vernan   12    por   valor 

de  la  cosa  x 

«Y  tanto  será  el  primero  numero. 

«Y  porque  el  segundo  era  lO.p.  —  .co.  10  +  —x 

será  por  esta  cuenta  16  .  y=  16 

« Y  porque  el  tercero  era  õ  í  .  m  .  2  .  co  .  —  54  —  2  —  x 
será  por  esta  cuenta  24  .  porque  las 

2  .  CO  .  —  valen  .  30  . 

2ljr  =  3o))). 

Le  troisiènie  nombre  vaut  24. 

Nunez  ajoute  (^): 

«Pêro  nos  avenios  tratado  esto  niisnií^  exemplo,  que  es  el 
caso  51  (des  exercices  résolus  au  chapitre  5),  y  lo  practicamos 
muy  facilmente,  y  brevemente  por  la  cosa,  sin  usar  de  la  quan- 
tidad  absoluta.  V  todos  los  casos  que  Fray  Lucas  practica  por 
la  quantidad,  practicamos  nos  por  las  regias  de  la  cosa,  sin 
ayuda  deste  termino  quantidad.» 

Au  passage  indique,  Xunez  résout  eíTectivement  le  mème  pro- 
bième  par  une  seule  inconnue  ('^).  Quant  à  son  avis  sur  la  faci- 
lite relative  des  deux  solutions,  il  ne  rencontrerait  plus  aujour- 
dhui  un  seul  géomètre  pour  le  partager. 


On  ne  saurait  trop  appelcr  Tattention  sur  les  110  problèmes 
du  chapitre  o.  Avcc  les  démonstrations  liltéralcs  sur  les  radi- 
caux  et  les  proportions,  ce  sont  eux  qui  donnent  au  Libro  de 
Álgebra  son  caractere  si  parliculier,  dcja  si  moderne. 

Considere  dans  son  ensemble  ce  chapitre  de  Nunez  na  d'ana- 
logue,  chez  aucun  contemporain.  Nunez  à  un  certain  point  de 


(')  F.»  225  v.o 

(-')  Ff.o  169  v.°-I70  r.o 
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vuo  surpasse  Unis  ses  emules,  niciiie  les  plus  illiistrcs,  mème 
les  (víirdan  et  l(;s  Stifel.  Du  ])reiiiier  au  dcrnicr  sans  une  exeejí- 
tion,  les  ])roblènies  du  cliapilie  5  sonl  des  exercices  abstiails 
sur  les  nombres,  Plus  de  ees  tonneaux  de  vin,  plus  de  ces  auues 
de  drap,  ])lus  de  ces  querelles  de  voleurs,  plus  de  ces  récréa- 
tions  uiathéuiatiqucs,  qui  donnent  par  nionients  aux  plus  sa- 
vantes  al^èbres  du  xvi'-'  siècle  le  cachet  enfantin  de  nianuels 
denseigneuient  piiinaire.  \J Arithmelica  integra  de  Slifel,  le 
De  arte  magna  de  Cardan  eux-inèmes  n'y  échappent  pas  com- 
plètement. 

Le  slyle  de  Nunez  se  ressent,  senible-t-il,  de  celui  de  Dio- 
phanle.  Je  le  sais,  réditioji  de  Xvlauder  navait  pas  encore 
paru  (^),  mais  rien  n"enqjèchait  notie  auteur  de  connaltre  Talgè- 
briste  grec  par  les  manuscrits. 

Quant  au  g-enre  des  problèuies,  il  diflère  chez  Diopbante  et 
cbez  Nunez.  Nimez  n'a,  ;i  propreuient  parler.  aucun  exercice 
danalyse  indélcrniinée.  Tous  les  problèuies,  a  Texception  de 
deux,  se  raniènenl  ;t  une  équation  déterminée  a  une  inconnue; 
encore  Ia  solution  de  lune  des  deux  exceptions  est-elle  si  eni- 
brouillée  ípic  Tautcur  ne  remarque  pas  rindétermination. 

Convenait-il  den  donner  ici  la  liste  coiuplèle? 

Un  moment  jai  hesite,  je  Tavoue,  devant  la  longueur  d'une 
pareillc  énumcralion.  La  rareté  du  Libro  de  Álgebra  ni"a  engagé 
\\  passer  outre.  José  lespérer  on  ne  le  regrettera  pas. 

Pour  abréger  les  énoncés  je  parlerai  cependant  un  langage 
convcnlionnel.  Les  nombres  se  désigneront  par  les  leltres  a, 
b,  f,  d...\  les  conditious  auxquelles  ils  doivent  satislaire' ])ar 
des  égalités.  Eu  rcprenant  ensuite  Ténoncé  en  langage  vulgaire, 
sans  lettres  ni  nolations  algébriques,  il  será  aisé  de  reconstiluer 
le  problème  ii  peu  prés  sous  sa  foiíne  primitive. 

L"auteur  n'emploie  jamais  ])lus  d'une  inconnue;  il  iuqiorte 
de  ne  pas  Toublier.  IMalgré  cctte  restiiction  quelques  problèuies 
restent  néanmoins  simples,  três  simples  mèmes;  mais  d  auti'es 
demandem  alors  de  lattention  et  deviennenl  difficiles. 

Je  ne  dois  pas  le  dire,  pour  1  historiei!  des  mathcmatiques 
les  énoncés  du  chajiitre  5,  sont  du  plus  haut  iniérèl;  ils  lui  j)er- 
mettent,  documcuts  cu  main,  de  conijiarer  Nunez  ii  ses  princi- 
paux  conlemporains.  Puis-je  espérer  quils  feront  passei"  aussi 
une  heure  agréable  aux  géomètres  pour  qui  Thisloire  de  leur 
science  est  lobjct  d'un  simjile  dclassement?  Rien  ne  pcut  leur 


(')  L'cditioii  de  Diopbante,  par  Xylander,  paiut  à  Bale,  en  1575. 
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donner  une   nieilleure  idée  de  letal  de  lalf^èbre,    au  moment 
ou  Viète  va  venir  la  Iransfoinier  conipiètenient. 

1.  «^^  =  30-,       a+3  =  2(^»4-5). 

2.  4a2_20=I00. 

3.  «-f^-12;        fl2_^2_3o. 

4.  «  —  ^  =  2;  a^-b^'^m. 

5.  «4-^  =  20-,       ^  =  20. 

6.  h—-\a ^  «  I  =  « -i- 5 -;- . 

4  V  i     /  4 

7.  a  +  ^-30-,       ^  =  -^«  +  4. 

o 

18 -«         3 


15  — «         2 

Au  lieu  de  résoudre  tout  bonnement  réquation  par  rapport 
a  a ,  Nunez  pose  15  —  a  =  «. 

10.  3  +  5a  =  2(24-«). 

11.  b  =  1a-,        ab^-a}  +  b^  =  10. 

12.  «  +  ^=10;        ab--=\a^. 

13.  6«2_2a3. 

14.  a  +  ^^20-,        \a  =  ^b-\-h. 

15.  «  +  ^-=20-,        4a  =  3.  (5*). 

16.  «+^==20;       -|— 3.(-^ 

3  3  c 

17.  b  =  -—a\     c  =  —b\     a\cc  ab^c ,     ou  ab=^—-,     ou  ab^lOc. 

Nuhez   ne   tient  nalurelleinent  aucun  compte  de  la  solution 
a=^b  =  c  =  0. 

18.  fl  +  ^  +  c-20;       9  (2a)  =3  (4^)  =  Sc. 


2  58 


19.  a-\-ò  +  c  =  20;        2«  =  3ò ;        U  =  bc 

20.  «-f^  +  c  =  100;       -^=Ab=~. 

ô  o 

^  ^  ...  ^^^  a        h        c 

21.  a  +  Ã  +  r  =  100;        —  =  -=.-. 


22. 


.  +  ,  +  ..,00.,       3(1)4.       3(i).f 


23.  rt  +  ^-lO;        10  — «  =  «  —  ^. 

24.  b  =  1a;       -^.A_20. 

4     3 

or;  30  1 

25.  __=l_.a. 

4a  2 

26.  ^^t"*^'       ''^Y^'       «-^«^^IS. 

27.  «v/7=4. 
28  ^^      ^ 

29.  «  +  /5'=10-,       fl2_^2_  |oo_fl2. 

30.  ah  =  \a  =  ^h. 

31.  a  +  ^  +  í^+o^+HY^-^O-,     f—e  =  e—(I=(l—c=c—b=b-a^Z. 

32.  ff+^+c+r/+í+/=60:     «=5;     f-e=e-d=d—c=c—b=b-a. 

La  raison  ^  —  a  de  la  progression  est  prise  pour  inconiuie. 

33.  «  +  ^=12;       fl  +  i-^  =  7. 

o 

34.  «4-^=12;        a\^br=b-\-~a. 

O  5 

35.  «  +  1^  =  8-,         b^  —  a=\\. 
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36.  2  (A -2)  =  a +  2;        3(«-2)  =  />  +  2. 

37.  8  +  a=12  +  ^a. 

8 

38.  a-^b  +  c  +  d^ni;       b  +  c  +  d-\-e^íl9\ 

c  +  í/+e-fa=109;        c/+e  +  a  +  b==\Oi;        e -ra^-b  i  c'=9'>  . 

40.  a-{-b  +  c  +  d-\-e  =100-,       b  =  a  +  Z; 
c  =  b-\-l;        í/=c+lO;        e  =  d~\-20. 

41.  flr  +  6+-c=lOO;        è  +  c+-^a=100;        c+a  +  iô- 100. 

i  o  4 

9  o  / 

42.  fl  +  _(í,4-r)=100-,     í;  +  ---(c+fl)  =  100;     c+-(a-f-ò)  =  100. 

2  3 

43.  a+      (ô  +  t.  +  «f)  =  40;        b  + -(a  +  c  +  d)  =  AO; 

4  5 

c  +  — (a  +  6  +  í/)  =  40;       í/+-(a  +  ò+£-)=40. 

Solution:  a  =  24,  ò=16,  c  =  8,  í/=0.  Cette  solution  déplait 

à  Nunez(*). 

44.  «  +  — ô=60-,       í;  +  lc=60;       c  +  j«  =  60. 

45.  a  +  ^  +  c  =  í/; 


o  F.°  16õ  v.".  «Esto  que  eu  este  caso  avemos  obrado  ygualando  40 
'■^3  3 

con  40  .  m  .  — .  CO .  y  concluyendo  que  cifra  de  numero  es  ygual  a  -^  .  co  . 

es  lo  que  communmente  los  Arithmeticos  practicos  dizen,  pêro  es  fuera  d§ 
my  opinion,  y  lo  contrario  tengo  escripto. 


250 


^4({«-^^+r)=i- 


Nunez  pose  í/=6jr,  puis  ])ar  un  raisonncmenl  três  embrouillé 
il  arrive  ;i  la  solulioii 

«=177,       6  =  92,       c  =  25,       í/=29i. 

II  prouve  ensuite  minutieusement  que  cette  solution  convient, 
mais  iic  s'aperçoit  pas  que  le  prolilènie  est  indetermine.  Non 
seulement  Stilel,  mais  mèine  Pelelier,  Petri  ou  Gosselin,  habi- 
tues ;i  manier  des  svslèmes  d'équali()iis  à  plusieurs  inconnues, 
eussent,  probablement,  tout  au  moins  vu  sans  peine  que  la  so- 
lution 

fl  =  /-.177,       6  =  /r.92,       c=^/-.25,       f/  =  /-.294, 

convient  également. 

a  —  o 

Le  problème  est  indetermina';  mais  cette  fois  Tauleur  le  re- 
marque. 

48.  a-^\()  =  b—U)\     /y+l0  =  2(c-10);     c  f  10-3(a- 10). 

49.  «  +  í/=2(í*  +  c-)=100;     6  +  í/=115;     c  +  r/=120. 

50.  «  +  lò  +  4-2(6-,|-/.y,     6  +  y«  +  G  =  5(a-i«V 

51.  «  +  ^(í>  +  c)=.32;     í;  +  i(«  +  r)  =  28;     C  + j(«+'6)  =  31. 

Cet  e\ercice  dii  ;i  Cardan  est  classiíjue  cliez  les  algébristes 
du  xvi'^  siècle.  Nous  1  avons  déja  rencontré,  car,  on  se  le  rap- 
pelle,  e'cst  précisément  Texemple  choisi  par  Nunez  pour  expli- 
quer  la  résolution  des  systèuies  d'équations  ;i  plusieurs  incon- 
nues. Dans  la  solulion  acluelle  il  n'cn  emploie  qu'une  seule.  Je 
nc  le  i'epi'te  plus,  d'nprès  lui  cette  solution  est  la  bonne  solu- 
lion; raiilrc  im  objct  de  |)urc  curiosité. 

52.  «  +  6=10;         \/~a+\/l}  =  \. 
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53. 


o4. 


5C. 


a  +  b=  10; 

b        a 

-■^ 

rt  +  ^=  10; 

a 

4- 

«4-^  =  8; 

6    "^    « 

='4 

ò  =  2l«; 

b-a 

=  9. 

a  . 

a 

=  20. 

58.  a+/->-hc+í/=12-,     ^  =  -  =  ^;     «+c  =  4;     6+c=t2. 

í>  £•  « 

Nunez  exprime  explititcment  les  cinq  conditions.  Daiis  les 
longs  énoncés  du  xvi^  siècle  lorinulés  eu  langage  ordinaire,  sans 
notatíons  algébriques,  la  suraboiídance  dcs  coiidilions  se  déguise 
avec  une  facilite  relative.  Ne  sautant  pas  immédiatement  aux 
yeiix,  elle  n'e.st  pas  choquante. 

59.  2a  +  a'2==15. 

60.  •òa'+'ia  =  W. 

61.  («  +  4)«  =  21, 

62.  «  +  20  =  «--. 

63.  6«  =  «2+8. 

6í.  a  +  6^8;  «24-5-2  +  ^^6  =  49. 

65.  «  +  6=12;  /«\/6  =  5. 

66.  «6=C>;  a-  —  b-  =  b. 

67.  «  +  6=18;        /«— /6  =  2. 

68.  a  +  b=\0;  «2 +  6- =  60. 

69.  a  +  6  =  8;  «2  j_5-2_,,/^  _  2O . 


0.  «  +  6=10; 


1/20          b 
;i.  o-2-|_/y2=30;  «6=10. 
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Solution  três  interessante.  Nous  y  reviendrons, 

72.  a  +  b=\0;  a^=W^. 

73.  a2_(-^2_34.  fl  +  6  +  a&  =  23. 

74.  «^=10;       a  +  /^  +  «^  +  í;2_36. 

75.  fl  +  6=12;  --H =18. 

o         a 

76.  fl  +  30  =  ^(&-30)-,       6-f--7-«='(a-  T-.« 


a  +  30  =  |-(&-30)-,       h-V^^^.a  =  -iL 


b 


77.  a^-.h  =  b .6+18;      a — ^.a  =  6  +  -,-.a-24  . 

a  a  o  b 

Exercice  dont  il  doit  Tidée,  dit-il,  ;t   frère  Luc  de  Burgo  (*). 

78.  a  +  6  +  c  =  2G-,        -?-  =  —  ;        2a  + 36  + 4c  =  94 . 

o        c 

En    résolvant   le   problènie    au    moyen    des   deux    preniières 
équalions  Kunez  trouve 

II  constate  ensuite  que  la  solution  vérifie  la  3*^  équation;  donc  le 
problènie  est  possible.  En  ^iiise  de  diseussion  il  nionlre  que  Ia 
3^-'  conditioii  ne  peut  plus  se  donner  tout  :i  fait  arbilrairement. 

80.  a  +  6  +  c  =  26-,       -^  -  — ;       3a+56  =  2c. 

o        c 

INunez  pose 

b  =  2x,       d'ou  oc  — 4j?2  ,       et  a +  1-  =  30  —  2jr. 


(')  F."  184  V.".  lioaucoup  d';uitro.'<  problrincs  de  Nunez  lui  sont  encore 
empruiiti'».  Sana  Ics  nominer  tons,  nous  en  indiquerons  cependaut  plus  loin 
quelquos  uns  oíi  la  coniparaison  des  solutions  offrc  de  Tintérêt. 


m 


Puis  il  determine  a  et  c  en  íonction  de  x  par  une  équation 
dii  2'^  degré.  Cet  artificc  pour  trouver  (ieux  noinl)res  dont  il 
connait  la  somme  et  le  produit  est  chez  lui  d'une  usagc  courant, 

81.  a  +  6  +  c=12;       -^  -  ^  ;        «2_|_  j2-|-^2  _  gg  . 

Nous  reviendrons  \\  cet  exercice. 

82.  a  +  h  =  ah;       «2  + è^-f  « +  6  -  90  . 
L'auteur  pose  a-\-l)  =  x,  iVoh  il  déduit  sans  peine 

ít;2  _  aj  =  90 . 

83.  a+&+c+í/=60;    ^  =  -  =  ^-    «  +  &  =  6-,      c  +  </=54. 

84.  a^5  +  c+</=80-,    ^  =  -  =  -1;    5  +  í-  =  24;    a-fí/=5G. 

85.  a  — ò  =  4;       «^-^ja^go. 

86.  a  +  6  +  c  +  í/=80;      -^  =  — =  -^;      (rt  +  &)(c  +  f/)  =  57G. 

87.  -^  =  4-;       9-«  =  8-?>. 

o       4 

Nous  reviendrons  ;i  cet  exercice. 

88.  a  +  \/'b  =  h  —  \/'h-\-\-,       ò  +  v/"^-»  — /^+ 10. 

20 

89.  -"^  =  «  +  4. 

a 

90.  a  +  ò  +  c-=l4;       -?-  =  —  ;       «ir -64. 

o        c 

91.  fl  +  ò  +  c=:10;       -?-  =  —  •,       aò  +  flí"  +  6c  =  30. 
Méthode  analogue  à  celle  du  N°  81. 

92.  «  +  ò  +  c=I0;       ^  =  -;       a2  +  j2_c2. 

6         c 

\o\.   rri  —  N."  4  4 
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Cardan,  tlit  Nunez  (*),  propose  le  iiièine  exercice  mais  sur  le 
noinbre  H.  II  s'y  troinpe  dans  le  calcul  des  radicaux.  II  s'agit 
bien  enlendu  chez  Caixlan  dune  simple  faute  de  plunie.  Mieux 
que  personne  I  algébrisle  ilalieu  connaissait  le  10'^  livre  d"Eu- 
elide  et  le  cah  ul  des  radicaux.  (>'était  au  xvi'^  siècle  la  bianche 
la  plus  relevée  de  la  science.  «Obscuritateui  habet  singulareui», 
disait  Gosselin  (-). 

93.  ah  -  {a  -  hf  ;        «2  4.  52  _  2O . 

94.  {a  —  h)  (a^  -  ò^)  =  1 0  ;        {a  +  h)  («2  +  h^)  =  20  . 

Exercice  emprunté  au  cliapitre  34  du  De  Arte  Magna  de 
Cardan  (•'),  qui  y  expose  une  méthode  de  solution  appelée  par 
lui  «Regula  niedii». 


95. 

96. 


97.  -?-  =  -•,       «2_|_52_^2.       ah=^\0. 


a 

b         c 

ac  =  5  ; 

hd=íh. 

a 

h        c 
^  c~  d' 

ah  =  5  ; 

C(/=  ÍO. 

b 


c 


98.  «  +  4^12;       :^  =  -i. 

99.  «6=12;       |.  =  A. 

100.  Ç=::i  =  I^;       abcd  =  Hi',  ah  =  Q. 


a 

h 

c 

J 

c 

— 

7' 

a 

b 

c 

J 

^ 

c 

^^ 

7' 

101.  __      .        abcd=\0O\       a  +  d=l. 


(')  F.o  203  r."  et  v.".  Cest  eflfectivement  rexercico  n°  80  du  chap.  G6  de 
la  Pradica  Arithintiicae  (Opera  omnia,  t.  -4,  pp.  I^IMGO)  Nuíiez  eniprunte 
beaucoup  des  exerciccs  de  son  chapitrc  5,  à  ce  cliapitre  de  Cardan,  mais 
cn  cliauf^eant  partois  les  doimres  nuiiiériqucs.  II  est  souvcnt  du  plus  baut 
intéret  de  coinparer  les  solutions  dos  deux  grands  algóbristes. 

(2)  De  Arte  nuujna,  lib.  2,  cap.  10,  f."  4ã  \S\ 

(^)  Opera  onínifj,  t.  4,  p.  280.  A''oir  sur  ce  sujet:  Origine,  trasporlo  in 
Itália,  jirinn  progreasi  in  essa  dclV  Álgebra .  ...  di  D.  Pietro  Coasali,  t.  2, 
i'anne,  17í'9,  cnp.  1,  pp.  3-4. 
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7 

102.  -  =  ---  =  ^;     «4-&  +  c  +  ,/_i3;     («  +  i)(c  +  r/;  =  36. 

103.  ^=^-  =  L.      a  +  ò  +  c  +  d=lb',      a''+h^  +  c^+d'^=Sb. 
o        c        d 

104.  ^  =  -;       ab^c;        «2  +  j2_^2, 
o        c 

105.  a  +  è  +  í.=  10;       -^--•,       «c==3ff6. 

106.  a4-I.Z,  +  lc=12;        ^.  +  1«  +  1  ,  _  15 -, 

c  +  -í-«  +  -iè  =  20. 
4  D 

Exercice  proposé  dans  la  Summa  de  Paciuolo  ('),   ou    il   est 
donné  saiis  développement  de  la  solution. 

107.  a  +  i-5+i-c-=.12-,        6^1^  +  1. =  15-, 

^+T«+^^==20. 
o  o 

108.  a  +  l(è  +  c.)==90;        ò  +  l  (a  +  í-)  =  84  ; 

í>  +  j(«  +  &)  +  0=.87. 

Emprunté    K    Paciuolo    qui    le    résout    par   plusieurs    incon- 
nues  (2).  Nunez  critique  la  uiéthode  suivaiit  son  habitude  (^). 

109.  a+10  =  2(ò  +  c);     Ò+ 10  =  3  (</  +  c);     £•+ 10  =  4(a  +  ^»). 
Emprunté  à  Paciuolo  (^). 


(«)  Dist.  9,  trnct.  9,  n"  37,  f.»  193  v." 

(?)  .S'»mma.  Dist.  9,  tract.  9,  n»  26,  ff.»  191  v.''-192  r." 

(3)  F.»  221  r.» 

(í)  Summa.  Dist.  9,  traet.  9,  n"  28,  f.-'  192  r."  et  v.".  Paciuolo  y  repre- 
sente successivement  les  inconuues  par  la  même  notation  1  .  co .  saus  ew- 
ploycr  plusieurs  lettres  différentes. 
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«Frav  Lucas  poue  este  caso  en  los  inisinos  números  pêro  haze 
nueva  posicion  {c  a  d.  uue  1^  inconnue)  y  qucsimos  inonslrar 
mas  fácil  uso  de  las  regias  de  la  cosa.))(*) 

Cest  loujours  la  mème  cliose. 

110.      fl  +  -i(6H-r)  +  4=100;      è  +  60  -  2  (a  +  r  — 60)  — 4  ; 


c  +  j(«  +  ò)4-5  =  3 


a-\-h-j{a-\-h)-b 


Emprunté  à  Paciuolo  (-). 

Solution  três  interessante  car  elle  conduit  Paciuolo  à  Téqua- 
tion 

.r+79  =  0       d*oCj  íc  =  — 79. 

Nunez  en  prend  occasion  pour  s'élever  violemment  contre  les 
quantités  négatives:  «La  verdad  es,  dit-il,  que  el  caso  es  im- 
possible;   porque  impossible  es,  que  numero  y  cosas  sean  vgu- 

ales  a  cifra,  v  que  l.co.   sea  ygual  a  m.79.  Y  si  enteudio  que 

m.79.  es  aun  menos  que  nihil,  a  que  llaman  debito,  esto  es 
meia  vanidad,  v  pura  contradition,»  [^) 

Pour  íaire  plus  ample  connaissance  avec  les  méthodes  de 
Nunez,  apprécier  son  ingéniosité  el  son  adresse,  il  convient 
d'examiner  en  déiail  la  solution  de  quelques  uns  de  ces  exer- 
cices-,  ils  donneront  lidce  des  auLres.  On  le  rcmarquera,  ils  ne 
sont  pas  cboisis  parmi  les  plus  difficiles. 

Exercke  71.  {^) 

Cliercher  deux  nombres  donl  Ic  jjroduii  fasse  10  et  la  sonime 
des  carrés  30. 

ISunez  résout  la  question  de  trois  manières.  II  conqjare  en- 
suile  les  lésultats  trouvés  el  les  discute,  ce  qui  ne  lui  cause  pas 
un  mince  eu)barras.  .le  resume,  mais  en  j^ardant  cependant, 
dans  cliaque  solution  assez  d  inlcrmcdiaircs  pour  lui  conserver 
son  caractere  propre.  <,^ 

1*^  Solution.    Soit  X  le  plus  pi-lit   nombre; será  le    plus 


(')  F.»  221,  v.° 

(-')  Siimma.  Dist.  !),  tract.  9,  n.»  29,  f."  192  v." 

(3)  F.o  224  r.o 

C»)  Ff.»  179  v.^-lSl  r." 
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grand  ot  Toii  aura: 

X' 

Donc    15 — K  125    cst    le    carré    du    plus    pctii    nombre    et 

15+  V  125  le  carré  du  plus  grand.  =rr= 

Par    conséquent    les    deiix    nombres    sont    v   15 — v  125    et 

\/  15+  V/T25. 

2^  Solution.  INunez,  avons-nous  dit,  considere  la  solution 
33  =  0,  coninie  une  absurdité.  Dans  son  souci  de  la  rigueur  il 
se  croit  donc  obligé  de  dcmontrer  au  préalable  que  cette  hy- 
pothèse  ne  se  vrrifiera  pas.  Pour  cela,  dans  le  cas  actuei,  il 
prouve  que  les  deux  nombres  sonl  ccrtainemcnt  incgaux. 
Car  s'ils  étaient  cgaux,  dit-il,  cbacun  íles  deux  vaudrait  vlO; 
la  somme  de  leurs  carrcs  vaudrait  donc  20  et  non  pas  30  con- 
trairenient  à  Ibypotbèsc. 

Ceei  établi,  il  est  inaintenant  pcrinis  de  reprcsenter  les  car- 
rés  des  deux  nombres  respcctivcment  par  15 — x  et  15+£c. 
Les  nombres  eux-mèmes  seront  alors  v  15 — x  et  v  15+£c.  On 
a  donc : 

\/l5-£cV/l5+a!-10;      225- j^^^^  100;      x^^-^Uhx      x^sfnh. 

Les  carrés  des  deux  nombres  sont  donc  15 —  V^I25  et 
15+ V  125;   et  par  conséquent  les  deux  nombres  eux-mèmes 

sont  v/l 5-  i/T25  et  v/l5+  sfnh. 

3^  Solution.  Euclide  a  démontré  dans  la  proposition  5  du 
livre  2  des  Elémenls  que 

(a  +  5)2  =  a2_|-2«6  +  52. 

Par  conséquent  le  carré  de  la  somme  ^es  deux  nombres 
donnés  vaut  50  et  la  sonune  elle  méme  ^  50.  Ceei  fait,  Nunez 
prouve  de  nouveau  que  les  nombres  proposés  sont  cerlainc- 
nient  inégaux.    On  peut   donc    les   représenter   respectivement 


par 

Doíi 


1/50-^  et  lv/50  +  aj,  ou  \/l2y-íK  et  1/  12-^  +  x 

^V4 


12-i-x-2=10;       x^  =  2^ 


I 


Lcs     deux     nombres     sont     donc     W    12-^ 1/    2 

v/'4+\/4- 

Que  la  solution  du  problème  soit  donnée  en  racines  univer- 
selles    (V^IB— V/l25    et    V^15+/l25)    ou    en    racines    liées 

2  —  I ,  dit  ici  en  substance 

Nunez  en  guise  de  discussion,  peu  importe;  lune  et  lautre  de 
ces  formes  fournit  une  solution  exacte  du  problème.  II  est  aisé 
de  vous  en  assurer,  cai  dans  chacune  de  ces  solutions,  la 
somme  des  carrés  des  nombres  trouvés  vaut  30  et  leur  produit 
vaut  20. 

Puis  vient  celte  remarque  interessante  (*): 

Pour  prouver  léquivalence  des  solutions  vous  raisonneriez 
mal  en  clisant 

\/l2Í4-y/2|=v/T5+v'T25 

car  si  j'clève  les  deux  membres  au  carré,  chacun  d'eux  me  donne 
15+  V^125.  De  Icgalité  des  carrés  vous  n"avez  pas  le  droit  de 
conclure  a  légalíté  des  racines.  Je  vous  Tai  explique  ci  des- 
sus  (2)  sur  Texemple  /9a3*-f  16a;2  — 24£c3.  Cette  expression  re- 
presente indiflérenimenl  Zx-—^ix  ou  Ax—Zx^.  Cependant  vous 
navez  aucun  droit  don  conclure 

3£c^  —  íx  =  Ax  —  3íc' . 

Nuuez  naduícltant  pas  les  quantitcs  négatives,  cette  existence 
incontestable  de  la  double  racine  cairée  des  polynomes  prend 
pour  lui  le  caractere  du  plus  inextricable  des  paradoxes.  II  faut 
lui  ceder  ici  la  plume  et  lécouter  lui  mème(^):  «Y  en  esta 
parte,  dit-il,  notai  emos  una  cosa  muy  digna  de  se  saber  y  que 
pêro  es  muy  diííicil,  y  muy  estrana  a  nuestio  entendimiento, 
por  el  poço  exercicio  que  tcnemos  en  las  subtilezas  de  Ârithme- 
tica;  v  esto  es,  que  dos  (|uanti(lades  son  yguales,  mas  la  raiz  de 
la  una  no  es  ygual  a  la  raiz  tlc  la  otra». 


(i)  F.»  181  r.° 

(2)  Au  chap.  1  de  la  3°  partic. 

(3)  F."  13i  v.» 
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En  pratifjuc  on  volt  ce|)cntlant  parfois  poiírquoi  cela  a  licu 
et  ce  qu  il  convient  de  faire.  Ainsi  soit 

9a;<  +  16a!2-2ia;3  =  225. 

Prenez  d  aboid 

(3a;-^-4ír)2=225 
d' ou 

Sx^  —  4£C=15        et  x  =  Z. 

Cette  solution  convient. 
Prenez  au  contraire 

(4íc-3a;2)2  =  225 
vous  obtiendrez 

4a; —  303*  =  15 

ce  qui  est  une  équation  impossible.  Ses  racines  sont  en  eíTet 
imaginai res.  Los  deiix.  expressions  ne  sont  donc  pas  égales.  La 
preinière  seule  est  adniissible,  la  deuxième  doit  ètre  rejetée. 
Mais  tout  ceei  est  dit  dans  un  st\  le  obscur,  diíTus,  dont  Niinez, 
toujours  si^clair,  n'cst  pas  coutuniier.  En  réalité  il  n'a  pas  vu  la 
solution 'de  la  difficulté. 

Exercice  81. 

Partager  12  en  trois  parties  proportionnelles  dont  la  somnie 
des  carrés  fasse  96. 

On  peut  dit  Nunez  tiouver  une  règle  générale  pour  résoudre 
toutes  les  questions  de  ce  genre.  Voici  pas  a  pas  en  notations 
modernes  son  raisonneinent  (^).  Soit  donné 

cc-f  y-\-z.  =a  (1) 

xz=y^  (2) 

íc^  +  yH- 2^  =  0-2.  (3) 

Elevons  (I)  au  carré 

{x  +  y  +  z)  =  a^  (í) 

(')  F."  191  v.» 
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retranchons  (3)  de  (4) 

Ixy  +  2íC2  +  lyz  =  a-  —  b^ 
ou,  à  cause  de  (2) 

ou,  à  cause  de  (l) 
d'ou 

«2  _  62 


y=       9v 


Connaissant  y,  on  connait  £c  -j"  2:  et  ítz.  On  determine  a;  et  z 
par  une  équation  du  2^  dcgré. 

Nous  soninies  au  xvi^  siècle,  ne  roublions  pas,  et  ce  raisonne- 
ment  est  donné  connne  general  et  s'appliquant  a  tous  les  cas. 
Je  mets  au  défi  de  trouver  un  sujet  analogue  traité  avec  plus 
délégance  par  Cardan  ou  par  Stiíel ! 

Exercice  87  {^). 

Chercher  deux  nombres  qui  soient  entre  eux  dans   le   rap- 
7 
port  de  — ,  et  tels  qu'en  retranchant  le  plus  grand  de  9  et  le 

plus  petit  de  8  les  deux  restes  soient  égaux. 

Soit  Ix  le  plus  grand  nombre  et  \x  le  plus  petit.  L'équation 
du  problème  est 

9  — 7£c  =  8  — 'Í£c       d"ou  x  =  —  . 

o 

1         4 
Les  deux  nombres  demandes  sont  donc  —  et  —  . 

rS  O 

Pour  que  le  problème  soit  jiossiblc,  dit  Nunez,  le  rapport 
des  nombres  dont  on  soustrail,  doit  ètre  inférieur  au  rapport 
des  nombres  cberchés.  Admirons  le  style  de  la  démonstration. 

Soient  a  et  h  les  nombres  cherchés  «>6-,  c  et  </  les  deux 
nombres  d(mt  on  soustrait  c^d. 

«Los  dos  números  que  buscamos  sean  a  \  b,  el  mayor  a,  y 


(»)  Ff.°  19G  r.»-197  v." 
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el  menor  &;  y  los  dos  números  de  los  quales  nos  avenios  de 
sacar  sean  c  y  d,  el  mayor  r,  y  el  menor  d. 

«Y  sacando  a  de  c  sea  lo  que  queda  e\  y  sacando  h  de  r/,  sea 
lo  que  queda  /";  y  porque  los  números  que  quedan  han  de  ser 
yguales,  seran  luego  yguales  e  v  f. 

(Posons  c  —  a  =  e  ,       d  —  h^  f\        on  a  ^  =  /") 

«Y  porque  a  es  mayor  (|ue  J,  menor  proporcion  aura  lue^o 
de  e  para  a  ([ue  de  f  para  6,  por  la  proposicion  10  dei  5  lib. 
de  Euclid. 


(úr>5,        donne  — ^C-rl 
\  a        b  I 


«Y  por  la  conjunta,  demonstrada  por  Campano  (*)  en  el 
mismo  5  libro,  menor  será  la  proporcion  de  e  \  a  juntas  para 
fl,  que  de  /"  y  6  juntas  para  b. 

/e  +  a        b  +  f 


«Y  por  que  c  consta  de  a   v  e,   v  d  consta  de  b  y  f,  menor 
será  tambien  la  proporcion  de  c  para  a  que  de  d  para  b. 

(  or,  c  =  (?  +  «,        d=f-\-b\        donc  — <r^) 
\  a        b) 

«Y  permutando,  menor  será  la  proporcion  de  c  para  í/,  que 
de  a  para  b. 

I  c        a 

«Por  esta  demonstracion  queda  claro  que  los  dos  números 
de  que  avemos  de  sacar  otros  que  tengan  una  cierta  propor- 


(1)  Sur  la  traduction  et  le  commentaire  crEucIide  par  Campauus,  voir 
Cantor,  Vorlesunge.n,  2*  ed.,  t.  2,  j){).  100-10(5.  ]/Euclide  de  Cainpanus  a 
été  souvent  réédité.  On  trouvera  le  titre  exact  de  cos  éditions  avec  Icur 
date  dans:  Saqgio  di  una  bihliofjrafia  Euclidea,  par  Pietro  Riccardi.  Me- 
morie delia  Reale  Accademia  delle  Scienze  deiriatituto  di  Bologna. 
4*  ser.,  t.  8,  Bologne  1887,  et  õ»  ser.,  t.  1,  Bologne,  1889. 


202 


clon,  V  que  los  números  que  quedan  scan  Nguales,  no  pueden 
tener  ygual  proporcion  o  niayor,  que  la  proporcion  de  los  nú- 
meros que  buscamos  para  dellos  los  sacar.); 

Ges  irois  exemples,  choisis  intentionncllement  parmi  ceux 
qui  semblenl  au  premier  abord  les  plus  simples,  montrent  coni- 
bien  ce  cbapilre  de  Nunez  est  interessam.  Pour  en  trouver 
dautres,  non  moins  curieux,  on  n'aurait  que  Tembarras  du 
choix. 

VI 

Pour  terminer  TanaUse  du  Lthro  de  Álgebra,  reste  ;i  par- 
courir  le  cbapitre  7,  contenant  Tapplication  de  ralf,^cbre  \  la 
ycométrie.  Les  exercices  de  ce  (cbapitre,  au  nombrc  de  77,  se 
classent  en  six  groupes. 

r  Le  carré  (1-14). 

2°  Les  rectangles  non  carrés  (15-31). 

3°  Les  triangles  (32-64). 

4"  Les  rombos  et  les  romboides,  cest  a-dire,  les  losanges  et 
les  simples  parallélogrammes  (65-09), 

5"  Les  tl"apè/,es.  Sous  ce  nom  il  faut  entendre  les  siuqjles 
(|iia(lrilatères,  sans  en  exclure  les  trapèzes  au  sens  actuei  du 
mot  (70-74). 

6°  Les  penlagones  (75-77). 

I^e  troisième  de  ces  groupes  est,  a  la  fois,  de  beaucoup  le 
ujcillcur  et  le  plus  intéressant.  Nunez  se  propose  d  \  reprendre 
le  second  livre  du  traité  De  Triangulis  de  Hegiomonlan  (*),  de 
le  compléter  et  de  le  perfeclionner.  II  y  réussit  li  souhait.  Veiei 
les  énoncés  des  pioblèmes  icsoius.  Dans  lauteur,  cela  va  de 
soi,  ils  soiit  exprimes  au  long;,  en  langage  courant,  mais  pour 
abrégei'  je  designe: 

Par  A,  B,  C,  les  Irois  angles;  a,  h,  c,  les  còtés  opposés;  p, 
le  demi  perimètre;  s,  la  surface;  r,  le  ravon  du  cei'cle  inscrit; 
R  celui  du  cercle  circonscrit;  //  la  bauteur  abaissée  de  1  angle  A. 

l)c  ])liis  /,■  et  /  dcsiguciil  les  (\cu\  set;uienls  drlennincs  sur  a 
par  le  pied  de  la  bauteur,  adjacents  respeclivcmeiít  aux  còtés 
b  et  r;  ^'  et  /',  désignent  de.mème  les  segments  analogues  de- 
termines sur  «,  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit. 

Les  miméros  d'ordre  qui  prccèdent  les  énoncés,   sont  ceux 


(')  Doclissimi  viri  et  malhematicannn  discipUnariim  eximii  professoris 
Joaunis  de  lieyio  Monte  de  triniujidis  ovinimodis  libri  quinque.  . .  Norimber- 
gae.  I:i  aedibus  lo.  Petii.  Auuo  Chiisti  m.d.xxxui. 
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des  exeriices  dans  Toriginal.    Nunez  ne    fait   aucun   usage   des 
tables  lrif^ononu'"triques. 

32.  Siiivant  que  a'^  =  b'^ -i- c"^  ou  a  A=  1  droit. 

33.  On  donne  a,  b,  c;  ou  demande  /i,  /  et  /. 

Longue  soludon  ou  Tauteur  n'a  cependant  pas  de  difficultés 
extraordinaires  a  vaincre.  Mais  il  croit  devoir  distingucr  plu- 
sieurs  cas  suivant  la  nature  du  triangle  II  donne  ensuite,  pour 
chacun  d'eux,  par  plusieurs  procedes  différents,  le  calcul  des 
segments  determines  sur  les  còtés  par  les  pieds  des  hauteurs. 
Ces  segments  évalués,  la  longueur  des  hauteurs  se  Irouve  par 
le  théorème  du  carré  de  Ihypoténuse. 

34.  On  donne  a,  b,  t-;  on  demande  s.  Rép.  s  =  —ah. 

35.  On  donne  A=90'',  b  et  c\  ou  bien  A=90°,  a  et  c\  on 
demande  s.  a        b 

36.  On  donne  A  =  90°,  2/?,  et  la  condition  --  =  —  •,  on  de- 
mande a,  b,  c. 

37.  On  donne  a,  b,  r,  on  demande  s.  Rép.  s='\/ p[p-a){p-b){p-c). 
Exercice  Irès  remarquable;  nous  y  reviendrons. 

38.  On  donne  p  et  s\  on  demande  a,  b,  c.  Problème  indeter- 
mine. 

39.  On  donne  A  =90",  p  et  s\  on  demande  «,  b  et  c.  Rép. 
2p^-2s 

iO.  On  donne  A  =  li  =  C  et  ç;  on  demande  a  et  h. 

41.  On  donne  A  =  B  =  C  et  A;  on  ílemande  a  et  s. 

42.  On  donne  h  et  a:b:c\  on  demande  a,  b  et  c. 

43.  On  donne  s  et  a:b:c;  on  demande  a,  b  et  c 

44.  On  donne  /i,  l  et  — ;  on  demande  b,  c,  h  et  s(*). 

c 

45.  On  donne  /.:,  /,  et  è  +  c;  on  demande  ò,  c,  h  et  s. 

46.  On  donne  a,  /í  et  — ;  on  demande  J,  c,  k  et  /. 

c 

Problème  dont  Regiomontan  donne  déj;»  une  solution  ])ar 
Talgèbre  (-j.   Sa   méthode  dilíère  de  celle  de  INunez.  Les  solu- 


(i)  Le  même  problème  est  repris  plus  loin  sous  le  N"  50.  Kegioir.ontan 
traite  aussi  deu.x  fois  le  problème  au  livre  ii  De.  Triangulis,  N"  13,  pp.  51-52 
et  N"  21,  p.  55. 

(-)  De  Triangulis.  Lib.  2.  N°  12,  p.  51.  La  solution  de  cefexercice  est 
fort  exactement  doonée  dans  les  Vorlesungen  de  Cantor,  2^  ed.,  t.  2,  p.  269. 
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tions  des  tleux  auteurs  sont  interessantes  a  coinparer  et  Nunez 
lui  mème  nous  invite  à  le  fairc.  A  la  fin  de  Texercice  précédent 
il  dit  à  ce  propôs  (*): 

«Quien  sabe  por  Álgebra,  sabe  scientíficamente.  Principal- 
mente que  vemos  algunas  vezes,  no  poder  un  gran  Matliematico 
(entende/,  Regiomontan)  resolver  una  qucstion  por  médios  geo- 
métricos, y  resolver  la  por  Álgebra,  siendo  la  misma  Álgebra 
sacada  de  la  Geometria,  que  es  cosa  de  admiracion.  Y  tal  es  la 
siguiente  question  (c.  ;i  d.  le  ]N°  4  6),  la  qual  es  semejante  a  la 
12,  dei  segundo  libro  de  los  triângulos  de  luan  de  IMonteregio, 
el  qual  confiessa,  que  no  la  pudo  resolver  per  médios  geomé- 
tricos, que  era  su  instituto  en  aquel  libro,  socorriose  por  esa 
causa  a  esta  sublilissima  arte  de  Álgebra.» 

i7.  On  donne  «,  //  et  h-\-c\  on  demande  h  et  c. 

Au  cours  de  la  solution,  Nunez  critique,  cette  fois,  la  métbode 
de  Regiomontan. 

48.  On  donne  /,  /  et  h  —  c\  on  demande  «,  h  et  c. 

49.  On  donne  J,  c  et  —  •,  on  demande  íz,  h  et  5. 

50.  On  donne  /•,  /et  — ;  on  demande  «,  6,  c,  h  et  s. 

c 

h\.  On  donne  /  — /,   b  —  c  et  h\   on  demande  /•,  l,  a,  b  et  t\ 

Cest,  on  le  sait,  un  deuxième  exercice  de  son  livre  2,  De 
Triangulis  (2),  dont  Regiomontan  donne  la  solution  par  Falgè- 
bre.  Nunez  le  fait  de  nouveau  remarquer  (■'): 

«Esta  es  la  proposicion  23,  dit-il,  dei  segundo  libro  de  los 
triângulos  de  luan  de  Monteregio,  la  qual  el  lambien  resuelve 
por  Álgebra,  y  con  menos  obra.  Pêro  presupone  oira  projiosi- 
cion,  que  se  demuestra  por  el  segundo  libro  de  Euclides.  Y 
por  esta  causa  para  mas  facilidad,  usando  de  menos  principies, 
liize  la  posicion  otra  arte.» 

Réílexion  dont  il  serait  interessam  de  discuter  lexactitude. 
ÍMais  il  faut  me  limitcr.  Aussi  bien  toutes  les  démonstrations  de 
Nunez  mériteraient-elles  dètre  comparées  h  celles  de  Regio- 
montan. 

52.  On  donne  Z>,  c  et  s;  on  demande  a.  / ( n—n\ín-h\' n—A 

tQ    r\...\ ^   i.^> j .>...!„..    i>/..   .._4   /^P    "Ap    "}F\J 


53.  On  donne  rt,  6  et  f,on  demande  r.  Rip.r 


V- 


(«)  F."  270  v." 

(2)  N"  23,  PP,  55-56.  Voir  la  solution  de  líegiomontan  dans  les  Vorle- 
sunqcn  de  Cantor.  2^  ed.,  t.  2,  p.  269-270. 
{^)  F.°  274  v.» 
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54    On  doniie  a,  h  et  í-,  (iii  dcniande  R. 

hc 
Au  cours  de  la  démonstralion  ÍNurie/  doniie  la  foniuile  2H  =  — 

li 
comnie  due  h  llegioniontan  (^).  On  la  trouve  eirectiveinent  dans 
la  proposition  "2  í  du  livre  2  De  Triangulis  (-). 

55.  On  donne  U  el  a:h  :c-,  on  demande  a,  h  et  c. 

56.  On  donne  ;■  et  «  :  6  :c;  on  demande  a,  h  et  c. 

57.  On  donne  a,  b  et  c;  on  demande  /:',  /',  et  la  distance  du 
centre  du  cercle  inscrit  aux  trois  sommets  du  triangle. 

58.  On  donne  /•,  /'  et  /';  on  demande  b  et  c. 

59.  On  donne  «,  b  et  c,  et  les  segments  determines  sur  a, 
par  le  pied  D  d'une  droite  AD  issue  de  A;  on  demande  la  lon- 
gueur  de  AD. 

60.  Calculer  le  còté  du  triangle  équilatéral  en  íonction  du 
rayon  du  cercle  circonscrit. 

61.  Calculer  le  còté  du  carré  inscrit  dans  un  triangle  équi- 
latéral. 

62.  Calculer  le  còté  du  carré  inscrit  dans  un  triangie  quel- 
conque. 

63.  On  donne  a,  b  et  r;  on  demande  de  déterminer  le  centre 
de  gravite  du  triangle  et  de  calculer  la  distance  de  ce  centre 
de  gravite  aux  trois  sommets. 

Démonstralion  interessante  ou  Nunez  fait  preuve  d'une  grande 
connaissance  des  ocuvi'es  d'Archiméde. 

64.  Etant  donnés  a,  b  et  5,  quelles  conditions  doivent  rcm- 
plir  les  autres  éiéments  du  triangle,  pour  que  c  puisse  adniettre 
plusieurs  valeurs?  Rép.  Les  angles  compris  entre  a  et  ò  doivent 
ètre  supplémcnlaires.  Le  résultat  est  bien  simple,  mais  contrai- 
rement  a  son  habitude  INunez  v  arrivc  par  une  démonstralion 
embrouillée. 

Que  ne  puis-je  ici  comparer  en  détail  Nunez  et  Regiomontan? 
Ce  serait  malbeureusement  allonger  mon  travail  bors  de  toute 
mesure.  Encore  une  fois,  il  faut  me  limiter,  et  malgré  son  in- 
térét,  je  renonce  a  cette  étudc. 

Examinons  donc  une  dernière  queslion  et  je  termine. 

Le  role  singulièrement  important  joué  dans  la  tbéorie  des 
triangles  de  ^'unez  par  la  formule 


s  =  ^p(p-a){p-b){p-c) 


(i)  F.o  276  v." 

(2)  P.  56.  Voir  cette  démonatration  dans  les   Vorlesungcn  de  Cantor^ 
2«  ed.,  t.  2,  p.  268. 
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frappe  de  prime  abord.  Elle  revient  à  toiít  propôs,  à  Tégal 
d'un  théorème  d'Euclide. 

La  formule  est  de  Heron  (*).  Tout  le  monde  ie  sail  aujour- 
d'hui;  mais  en  t567  il  n'en  était  pas  de  même,  car  Heron  élait 
alors  fort  pcu  connu.  En  rralité  Nunez  n'cmprunte  pas  la  for- 
mule h  Heron;  elle  était  alors  tonibée  déjh,  dit-il  lui  mème  (^), 
dans  le  doniaine  public.  Quant  ;i  la  démonstration  de  la  for- 
mule on  la  doit,  d'après  lui,  a  Paciuolo  {^).  Malheurcusement, 
ajoute-t-il,  frère  Luc  est  si  obscur  que  pour  plusieurs  il  n'y  a 
rien  a  comprendre  à  sa  démonstration  (*).  11  va  donc  tâcher 
d'èti'e  il  la  lois  plus  rigoureux  et  plus  clair. 

Yoici  comment  il  s'y  prend  : 

Je  resume,  car  la  démonstration  de  Nunez  ne  compte  pas 
moins  de  21  pages  d'un  texte  des  plus  serres  et  oú  les  alinéas 
sont  rares  (^).  Pour  la  suivre  il  faut,  la  plume  à  la  main,  tra- 
duire  au  fur  et  à  mesure  le  raisonnement  en  notations  moder- 
nes.  IMais  la  chaine  de  ce  raisonnement  est  si  solide,  son  agen- 
cement  si  curieux,  qu';i  en  examiner  un  a  un  tous  les  anneaux, 
on  ne  regrette  vraiment  ni  son  temps,  ni  sa  peine. 

Comme  préliminaires,  nous  avons  la  démonstration  de  trois 
«fondements));  nous  dii"ions  aujourd'bui  trois  Icmmes.  Au 
premier  abord  on  n'en  ajicrcoit  pas  rutllilé,  mais  ils  nc  sont  pas 
explicitement  dans  Euclide  et  Tauteui-  va  les  invoquer  au  cours 
des  raisonnements.  Le  souci  de  la  rigueur  exige  donc  leur  dé- 
monstration préalable.  Les  voici  en  langage  moderne. 

Leimne  I.  Etant  donnés  deux  nombres  a  et  b^  on  a 

a^        ah       a 
Lemine  //.  Etant  donné  un  trianglc  ABC,  si  pour  un  point  D 


(•)  Heronis  Alexandrini  quae  supersunt  opera  onmia,  edid.  Wilhelm 
Scliinidt  et  Ilennann  Schone,  T.  3,  Leipzig,  Teubner,  1903,  pp.  18-25. 

(2)  «Esta  arte  de  medir  hallo  en  todos  los  libros  que  tratau  de  midicion.» 
F."  249  v.° 

(íj  II  la  donne  en  eíFet  dans  la  Siitn7na  Geometriae,  Dist.  1,  f.°  11  r.° 
Voir  sur  ce  sujet  Cantor.  Vorlesiuigeii  iieber  GescJncJde  der  ^lathematik, 
2o  ed.,  t.  2,  p.  330. 

('')  «La  denionstraclon  trac  Fray  Lucas  de  Burgo,  pci*o  tau  obscura- 
mente que  no  se  podra  entender  de  todos.»  Ff.°  249  v.°-250  r." 

(5)  Ff.»  249  r."-259  r.» 


26' 


de  la  base  BC,  on  a  la  lelatioii 

CD"^  —  BÍ)^  =  CÃ'^  —  BÃ^ 

la  droite  AD  est  pei[)eiuliculaiie  sur  BC. 

La  démonstration  se  fait  par  Tabsuide. 

Nous  dirions  auj()urd'hui  plus  simplenienl:  Le  licu  des  poiíits 
dont  Ia  dillérence  des  tarrés  des  distances  à  deux  points  fixes 
est  constante,  est  une  perjiendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les 
deux  points.  Mais  un  énoncé  de  cette  forme  est  absoluuient 
étranger  au  style  du  xvi"^  siècle. 

Lemme  III.  Dans  un  produit  de  troia  faoteurs  on  peut  inter- 
vertir  Tordre  des  facteurs. 

Ces  lemmes  prennent  huit  pages;  puis  vient  la  solution  de 
rexercice. 

Pour  la  donner  en  langage  moderne,  soient,  comine  précé- 
demment,  A,  B,  C,  les  trois  sommets  du  triangle;  «,  b,  c,  les 
longueurs  des  trois  côtés;  p,  le  demi-périmctie;  >?  la  surface; 
I  et  r,  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  inscrit-,  A',  B',  C  les 
points  de  contact  du  cercle  inscrit  respectivement  avec  a,  ò,  c. 

Enfin  Ia,  ra,  A",  B",  C",  sont  cinq  éléments  qui,  de  fait, 
sont  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  ex-inscrit  dans  Tang-le  A, 
ainsi  cjue  les  points  de  contact  de  ce  cercle,  avec  les  còtés  a, 
b  et  £•;  mais,  il  impoi'te  de  le  remarquer,  Tautcur  ne  les  définit 
])as  comme  tels.  INous  donnerons  la  définition  ado})tée  par  Niiàez 
au  moment  voulu. 

Ceei  pose  la  démonstration  se  divise  en  quatre  partics. 

1^  partie.  La  surface  d'un  triangle  peut  sexprimer  par 

s  =  pr  . 
Nous  écririons  au  jourd'luii  en  trois  lignes 


=  IBC-hICA  +  IAB 


IBC  =  ^r.«;        ICA==|-r.ô;       IAB  =  -r.c 


s  =  --  r  (a  +  ò  +  c)=pr. 


Cest  pas  a  pas  le  laisonneinent  de  ISune/.  IMais  donné  sans 
aucune  notalion  algébrique,  à  grand  renfort  d'énoncés  de  tliéo- 
remes  d'Euclicle,  il  devicnt  d'une  longueiír  invraisemblable. 
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Arrivé  au  bout,  Tauteur  sent  le  besoin  de  reprendre  haleine: 

«Y  esto,  dit-il,  aprcs  avoir  établi  la  foniiule,  se  guarde  en  la 
memoria  para  su  tiempo.»  (*) 

Remarquons  le  cependant  en  passant,  lexpression  s=^p?- 
n'était  pas  iiciive.  Lcs  Grecs  lavaient  connue  et  dès  le  début 
du  xM*-'  sièele  elle  était  partout,  chez  les  Latins,  dun  usage 
courant.  Pour  ne  citer  que  le  De  T/iangulis  de  l\egiomontan, 
Nunez  pouvait  Ia  lire  au  cours  de  la  proposition  15  du  livre  2. 

2^  parlie.  On  a 

AB'  =  AC'  =  p-«;       HC'  =  BA'=;;-Ò-,       CA' -  CB' =jy- c. 

lei  vient  la  définition  des  points  A",  B",  C".  On  les  obtient 
en  portant  sur  BC  la  longueur 

BA"  =  CA' 

puis  respectivement  sur  AB  et  AC  prolongés 
BC"  -  BA" ;       CB"  =  CA"  . 
On  démontre  alors  que 

BC"  =  BA"  =  p-c;        CB"  =  CA"  =p-h, 

AB"=AC"-7^. 

3^  partie.  Les  triangles  laBC",  IBC  sont  équiangles;  ainsi  que 
les  triangles  laAC",  lAC'. 

INuiiez  sent  ici  le  besoin  de  s'excuscr.  Sa  démonstralion  se 
fait,  dit-il,  «por  un  prolixo  discurso!»  (-). 

La  diííicuité  ])rovi('nt  de  la  inanièr(>  dont  il  a  defini  les  points 
A",  B",  (y'.  II  doit  déniontrer  maintenaiit  qu'en  les  joignant  au 
centre  Ia  du  cercle  ex-inscrit,  il  forme  des  triangles  rectangles. 
Yoici  le  moyen  détourné  par  lequel  il  y  réussit. 

En  (y  il  élève  une  perpendiculaire  au  còté  AC",  et  nonime 
Ia  le  point  d  intcrsection  de  cette  perpendiculaire  avec  la  bissec- 
trice  de  fangle  A.  (^Jusqu'ici  !„  nétait  pas  encore  defini).  II 
joint  laB"  et  forme  ainsi  deux   triangles  laAB",  luAC",  qui  ont 


(>)  F.o  253  v." 
(2)  F.»  255  r.» 
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iin  uiigle  éj^al  cumpris  entie  deux  cutés  égaux  tliucuu  à  chacun; 
á\m  il  conelut  que  laB"  est  perpendiculaire  à  AB". 

II  joint  maintenant  laA". 

Les  triangles  rectangles  laBC",  loCB"  lui  donnent: 


iJV  -  BC"'  -  laC"-  =  laB"^  =  IC/  -  CB' 


d'( 


laB^  -  B  A"^  =  laC^  -  CÃ^^ 

I^B^  - 1^^  =  BA''^  -  CÃ"^  . 

II  en  conelut  enfin,  par  sou  lemme  2,  que  I„A"  est  perpendicu- 
laire à  BC. 

Ceei  oblenu,  il  prouve  aisément  que  Igli  et  I(,C  sont  les  bis- 
sectrices  extérieures  des  angles  B  et  C  Les  similitudes  des 
triangles  se  démontrent  maintenant  sans  difficulté. 

4^  par  lie.  Après  tous  ces  préiiminaires,  il  s'ag^it  de  les  utiliser 
enfin,  pour  exprinier  r  en  fonction  des  còtés  dans  la  lormule 

s  =pf 

«confiée  naguère,  on  se"  le  rappelle,  à  notre  niéuioire». 

lei  ISunez  devient  de  plus  en  plus  intéressant.  II  écrit  d'abord 

Puis  les  triangles  semblables  laBC",  IBC  lui  donnenl 

rg     ^p  —  h 
p  —  c  r 

formule  qu'il  transforme  successivement  cn 


(p  —  b)  (p  —  £•)  ?7a         fa 

Les  irianglcs  semblables  ^AC",  lAC  lui  donnent  ensuile 

p  —  a        r 

P  la  ' 

VoL.  III  —  N.<>  4  O 


II  (Ml  tire 
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p  —  a 

{p-b)ip-c)  p 

p-2  =  (p  —  a)  {p  -b){p-  c) 
ph-^  ==p(p-  a)  (p  -0){p-  c) 


íi^=p(^p  —  cí){p  —  h){p  —  c)     et  cnfin  s  =  \/p{p—a)(p—b){p  —  c). 

Dans  ces  transfoniiaLÍons  il  esL  fait  usage  des  lemnies  1   et  3. 

'l'out  ceei  est  exprime  à  la  manière  d'Euclide,  ca  langage 
couiant,  sans  notation  algébrique,  sans  omcttrc  le  moindre  in- 
termédiaire,  en  énonçant  au  long  ii  cliaque  transíorniation  le 
théorème  justificatif.  Nunez  en  croyait  lindication  explicite  exi- 
gée  par  la  rigueur.  Cest  le  style  du  xv!*^  siècle.  11  est  prolixe, 
mais  quello  puissance  d  attention  il  exige!  Quelle  pénétration! 
Quclle  vigueiir  d'intclligeiu'e!  Car  cct  interininable  raisonne- 
meiít  est  conduit  du  commencement  h  la  fin  d'un  pas  lent  et 
régulier,  marchant  tout  le  temps  sans  cahots,  sans  lieurts,  avan- 
cant  toiíjours.  Oiii  Nunez  est  long.  mais  il  ne  se  pique  pas 
írèlre  court.  II  voulait  rendre  rigoureuse  et  claire  lObscure  dé- 
monstiatioii  de  íVère  Luc  de  Burgo;  donnons  en  lui  acte,  car 
c'est  justice,  il  y  a  pleinement  réussi. 


VII 

Concluons  cette  étude. 

De  Tartaglia,  Cardan  et  Stiíel,  a  Viète,  il  s'écoule  ciní|uanle 
ans.  Bicn  à  tort  Tliistoire  de  Talgèbre  s'en  occupe  peu.  Pcndant 
loul  ce  temps,  des  boiímies  de  lalent  font  piogi-esser  lenle- 
mcnt,  mais  surement  la  science.  Malhcurcusemcnt  pour  cux, 
la  gloire  incomparable  des  maitres  qui  les  précédent,  celle  sur- 
lout  de  Viète  qui  les  suit,  cmpèche  d  apercevoir  Tcclat  de  Icur 
méritc,  d'a])prccier  rimj)orlance  de  leurs  services. 

Cclaient  cepcndant  des  travailleiirs  adroits  et  consciencieux, 
disons  uiicux,  des  bommes  vrainuMil  gi"ands,  que  Hulcon,  Gos- 
selin,  Peletier,  Petri  Nunez! 

Sans  leur  labeur  intclligent  et  tenace,  les  immortellcs  décou- 
vertes  de  Viète  eussent  cié  impossibles.  Pour  évolucr  la  science 
demande  un  terrain  prépaic;  plus>on  éUidie  1  bistoire,  plus  on 
s  en  convainc.  Klle  avame  et  marcbe;  elle  ne  court  pas  en  se 
prccipitant  en  avant  par  sauts  et  par  bonds. 

Vièle  a  donc   cu  des  prccurseurs.  Nunez  íut   lun  des  princi- 
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paux.  Aucun  conteinporain  nc  le  surpasse  cn  rig^ncur,  Maui-olvco 
sciil  l  atteint  par  labstraction  et  la  généralité  clu  raisonneinenl, 
par  Télégance  et  Iheureiíx  choix  de  1  algorithme. 

Reconnaissons  le  cependant,  cette  grande  justesse  d'esprit  en 
a  parfois  quelque  peii  diniinué  Tenvergure.  Niinez  n  apcrçut 
pas,  par  exemple,  1  aveiiir  reserve  aux  solutions  négatives  des 
équations,  dont  1  ulilité  était  déja  si  bien  entrevue  par  d  autres, 
notainment  par  Luc  de  Burgo. 

jV  importe  malgré  Ia  três  légère  ombre  qui  plane,  peut  ètre, 
de  ce  fait,  sur  sa  mémoire,  Nunez  nen  est  pas  moins  un  des 
algébristes  Ics  plus  éminents  du  xvi^  siècle.  II  fallait,  disait 
Gosselin  «jurer  par  un  pareil  maitre»  (*).  Parmi  les  graiids  ma- 
tliématiciens  qui  séparent  Stifel  et  C.ardan,  de  Vièle,  il  brille  au 
tout  premier  rang.  Cest  lune  des  gloires  du  Portugal.  IHiisse 
cette  étude  sur  le  Libro  de  Álgebra  avoir  pu  contribuer  a  le 
moutrer! 

Bruxelles,  Collège  Saiut  Michel,  mai-juin  1908. 


(•)  oln  cujus  verba  juravi»,  dit-il,  daus  la  dédicace,  après  avoir  nommé 
Nuuez  dans  ia  liste  des  auteurs  dont  il  3'est  servi.  De  Arte  Magna,  f."  aiiij 
v.° 
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